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무한 소수 정리
❖ 무한 소수 정리: 소수는 무한히 많다. 

❖ 증명: (귀류법) 소수가 유한개 있다고 가정하고, 모든 소수가 p1, p2,…, pn 이라고 하자. 

❖ p = p1p2…pn+1 이라고 하자. 

❖ p≠pi (i=1,2,…,n)이기 때문에 p는 소수가 아니다. 

❖ 산술의 기본정리 (소인수분해정리)에 의해  
p는 소수의 곱으로 표현되므로 어떤 소수 pi 로 나누어진다. 

❖ p = q·pi + 1 이므로 모순!!
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존재성  vs  목록
❖ 중요: 앞의 증명은 존재성을 알려줄 뿐만 아니라 실제로 “무한한 소수의 목록”을 준다. 

❖ 2 

❖ 2+1 = 3 

❖ 2·3+1 = 7 

❖ 2·3·7+1 = 43 

❖ 2·3·7·43+1 = 1807 = 13·139 

❖ 2·3·7·43·13+1 = 23479 = 53·443 
⋯
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새로운 질문

❖ 사실1:  2를 제외한 모든 소수는 홀수이다. 

❖ 따름정리:  홀수인 소수는 무한히 많다. 

❖ 사실2:  홀수는 1 (mod 4) 이거나 3 (mod 4) 이다. 

❖ 질문:   1 (mod 4) 인 소수는 무한히 많은가? 
          3 (mod 4) 인 소수는 무한히 많은가?
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관찰
❖ 관찰: 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 

89, ...          

❖ 추측: 두 집합 모두 충분히 많은 소수가 있어 보이지만, 눈에 띄는 규칙은 없어보인다.  

❖ 더 긴 소수의 목록을 보자. 
 

출처: 조셉 실버만, 친절한 수론 길라잡이
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❖ 정리 [3 (mod 4) 소수 정리]:  3 (mod 4)꼴인 소수는 무한히 많다. 

❖ 증명: (귀류법)  

❖ 3 (mod 4)인 소수가 유한개만 있다고 가정하고, 3, p1, p2, ..., pr 라 하자. 

❖ A = 4p1p2…pr + 3이라 하자. (A를 만드는 곱에 3을 포함시키지 않았음에 주의하라!) 

❖ A는 3 (mod 4)이면서 3, p1, p2, ..., pr 가 아니므로 합성수이다. 

❖ 산술의 기본정리에 의해 A를 소수의 곱 A = q1q2…qs 으로 나타낼 수 있다. 

❖ 주장:  qi 중 적어도 하나는 3 (mod 4) 이다. (증명은 다음 페이지에) 

❖ qi 는 3, p1, p2, ..., pr  중 하나이다. 

❖ qi=3 이라면 3 ∤ A 이다. 

❖ qi=pj 라면 A = 4p1p2…pr + 3 이므로  qi ∤ A 이다. 

❖ 다른 한편으로는 A = q1q2…qs 이므로 qi | A 이다. 모순!
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❖ 주장: qi 중 적어도 하나는 3 (mod 4) 이다. 

❖ 주장의 증명: (귀류법)  

❖ 아니라고 가정하자. 즉, i=1,…,s에 대해, qi ≡ 1 (mod 4) 라 하자. 

❖ 1 (mod 4) 인 두 수를 곱하면 1(mod 4)이다. 
왜냐하면 (4k+1)(4m+1)=4(4km+k+m)+1 이기 때문이다. 

❖ 그러므로 A ≡ 1 (mod 4) 이다. 모순!
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1 (mod 4)에 대한 질문
❖ 질문1: “3 (mod 4)인 소수가 무한히 많이 있다”는 앞의 증명을  

          “1  (mod 4)인 소수가 무한히 많이 있다”를 보이기 위해 사용할 수 있을까? 

❖ 질문2: 사용할 수 없다면 무엇 때문인가? 
 
 

❖ 정리: 1 (mod 4)인 소수가 무한히 많이 있다. 

❖ 증명: 21장에서!
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mod 5 에 대해서
❖ 앞에서 소수의 분류를 mod 4에 대해서만 해야 할 이유는 없다.  

❖ 질문: mod 5에 대해서는 어떤 결과를 얻을 수 있는가? 

❖ 사실: 5 이외의 모든 소수는 법 5에 대해 1,2,3,4 중 하나와 합동이어야 한다.  

❖ 관찰: 각 집합에 대한 소수의 목록은 다음과 같다.  
 
 
 

❖ 추측: 모든 목록은 무한히 많은 소수를 포함할 것이다.
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mod m 에 대해서
❖ 질문: 법 m과 하나의 수 a를 고정했을 때, a (mod m)꼴인 소수가 무한히 많을 것인가? 

❖ 답: 그렇지 않다. 

❖ 사실: 만일 gcd(a,m)≠1이라면, a (mod m)꼴인 소수가 많아야 하나 존재한다. 

❖ 증명: 소수 p ≡ a (mod m) 라 하자. 

❖ p ≡ a+km = gcd(a,m)·n  (k,n: 정수) 

❖ 그러므로 a (mod m)인 소수는 많아야 하나 존재한다.  
(gcd(a,m)이 소수이고 n=1 일 때)
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디리클레의 등차수열 속 소수 정리
❖ 정리 (Dirichlet, 디리클레): a와 m은 gcd(a,m)=1 인 자연수라고 하자.  

                                         a (mod m)꼴인 소수는 무한히 많이 있다.  

❖ 증명: 어려우므로 생략! (복소수의 미적분이 필요) 

❖ 주목: 

1. 이미 3 (mod 4)인 경우의 디리클레 정리를 증명하였다.  

2. 5 (mod 6)인 경우는 연습문제 12.2를 통해 물어볼 것이다.  

3. 1 (mod 4)인 경우는 21장에서 다룰 예정이다.
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