
15.3 극좌표에서의 이중적분

직교좌표와 극좌표

 ,  = (, )
•

 
 =  cos  =  sin 






Example  = 2 cos  와  = 4 cos  사이의 영역  을 극좌표를 써서 나타내어라.

 = 2 cos 
 = 4 cos 



Example  = 3 cos  의 내부에 있고, 심장형  = 1 − cos  의 외부에 있는 영역 

 = 3 cos  = 1 − cos   = cos 14

 = −cos 14 = (, ) 1 − cos  ≤  ≤ 3 cos  , −cos 14 ≤  ≤ cos 14



Example  = (, ) − 4 −  ≤  ≤ 4 − , −2 ≤  ≤ 2
 +  = 4  = 2

 = (, ) 0 ≤  ≤ 2, 0 ≤  ≤ 2



Example  = (, )  ≤  ≤ 2, 0 ≤  ≤ 4







극좌표에서의 이중적분




 

∆
∆

  ,   =  (∗, ∗)∆∆
∆



∆



∆


∆ ∆ ∆ = 12 ∆ − 12 ∆
= 12 ( − )∆
= 12 ( + )( − )∆
= 12 ( + )∆∆
= ∗∆∆










∆
∆

  ,   =  (∗, ∗)∆∆  
=    cos  ,  sin    

=  ( ∗ cos  , ∗ sin )∗∆∆



Example 영역  이 원  +  = 1 과  +  = 4 사이 일 때, 
다음 이중적분을 계산하여라.  3 + 4 



 = 2
 = 1

1 ≤  ≤ 4 0 ≤  ≤ 2

 3 + 4  =    3 cos  + 4 sin   







Example 원포물면  = 4 −  −  과  -평면으로 둘러싸인 입체의 부피를 구하여라.



 = 4 −  − 

 = 2
0 ≤  ≤ 2,        0 ≤  ≤ 2

−2 ≤  ≤ 2     − 4 −  ≤  ≤ 4 − 



Example 원  = 2 cos  의 내부와 원  =  의 외부로 이루어진 부분의
면적을 이중적분을 이용하여 구하여라.

적분영역  의 넓이

 =   =   



교점  = 2 cos    = ± 3
 = 2 cos 

 =   = 3  =   =      




 ≤  ≤ 2 cos − 3 ≤  ≤ 3

= 2      


= 2  12  
   =  4 cos  −  =   + 2 cos 2 

= 3 + 32 



적분영역을 극좌표로!!

Example 다음 이중적분을 구하여라

    





0 ≤  ≤ 0 ≤  ≤  −   =  0 ≤  ≤ 
0 ≤  ≤ 4



 = 
0 ≤  ≤ 0 ≤  ≤ 2

    



 =      




=  − 12  
 

=  12 1 −  = 4 1 − 



Example     



0 ≤  ≤ ∞ 0 ≤  ≤ ∞

0 ≤  ≤ 20 ≤  < ∞

    





=      






     






   
 = lim→    

= lim→ − 12  


= lim→ 12 − 12  = 12
     


 = 12  

= 4

    



 =    





=  

  
= 4

 
 = 2



Example     







Example  
 = 2

  
 = 4(1)  

 = 4(2)



  
 = (3)  

 = 4(4)



15.4   곡면적







 = (, )



 = (, )
곡면적을  라하면

 = lim,→   ∆





∆ 영역  에서의 접평면의 넓이



∆ 영역  에서의 접평면의 넓이

∆ 영역  에서의 곡면의 넓이

∆ ≈ ∆



∆

∆ ∆
∆

∆ = 1cos  ∆ = 1cos  ∆∆





⃗ = (0,0,1) :법선벡터



cos  =  ∙ ⃗ ⃗
∆ = 1cos  ∆ = 1cos  ∆∆

법선벡터는 접평면에 수직인 벡터



(, , ) 는 점  에서 곡면 의 법선벡터






 = (, )  , ,  =  ,  −  = 0
•  (, , )

(, , )

 = , ,  = ,  , −1 = 
cos  =  ∙ ⃗ ⃗ =  1 +  + 1∆ = 1cos  ∆ =  +  + 1 ∆



 = lim,→   ∆





∆ = 1cos  ∆ =  +  + 1 ∆

= lim,→    +  + 1 ∆



=   +  + 1 

 =    +   + 1 = (, )



곡면적

 = (, )적분영역이  -평면  =    +   + 1

 =    +   + 1

 =    +   + 1

적분영역이 -평면

적분영역이 z-평면

 = (, )
 = (, )



 = (, )적분영역이  -평면  =    +   + 1
 =    +   + 1
 =    +   + 1

적분영역이 -평면

적분영역이 z-평면

 = (, )
 = (, )

Point: 적분영역을 결정하고 함수를 결정-부피 구할 때와 같이



Example 제1팔분공간에서 평면  = 1 −  를 두 평면  = 0,  = 1
에 의하여 잘린 부분의 곡면적을 구하여라

적분영역?








 = 1 − 





 = 1 − 





 = 1 − 



 =     +   + 1





=   2 = 2





 =     +   + 1





=   2 = 2









 = 1 − 





 = 1 − 



Example 평면  = 9 아래에 있는 원포물면  =  +  의 곡면적




 +  = 9
− 9 −  ≤  ≤ 9 − −3 ≤  ≤ 3 0 ≤  ≤ 30 ≤  ≤ 2

적분영역






 +  = 9
− 9 −  ≤  ≤ 9 − −3 ≤  ≤ 3 0 ≤  ≤ 30 ≤  ≤ 2

 =    +   + 1

 =  + 
 = 2  = 2



 =    +   + 1
=   4 + 4 + 1

 


=   4 + 1 



=  18 23 4 + 1  

 


= 6 (37 37 − 1)




 +  = 9
− 9 −  ≤  ≤ 9 − −3 ≤  ≤ 3 0 ≤  ≤ 30 ≤  ≤ 2



Example 원기둥  +  =  의 평면  =  에 의하여 잘린 제1팔분공간에
있는 부분의 곡면적

적분영역





 = 

 +  = 



 = 

 = 0 ≤  ≤ 0 ≤  ≤  


0 ≤  ≤ 0 ≤  ≤  − 




적분영역




0 ≤  ≤ 0 ≤  ≤ 
 =  − 

 = − −   = 0

=    −  + 1





=    −  






 = 

 = 
 =     +   + 1






=    −  
 =  −  −   = 



Example 구면  +  +  =  의 곡면적

적분영역




 =    +   + 1 =  −  − 
 = − −  − 
 = − −  − 

= 8    −  −  





= 8    −  −  





0 ≤  ≤  − 0 ≤  ≤  0 ≤  ≤ 0 ≤  ≤ 2
= 8   1 −   




= 8  −  −    = 4



Example




구면  +  +  = 4 에서 원기둥  = 2 cos  의 내부에 있는
부분의 곡면적

 = 2 cos  +  +  = 4



적분영역




0 ≤  ≤ 2
0 ≤  ≤ 2 cos 

 = 4 −  − 



Example 구면  +  +  = 4 에서 원기둥  = 2 cos  의 내부에 있는
부분의 곡면적

적분영역





0 ≤  ≤ 2
0 ≤  ≤ 2 cos 

 = 4 −  − 
 =    +   + 1

 = −4 −  − 
 = −4 −  − 

= 4  24 −  −  



 = 4  24 −  −  
= 8    4 −   




= −8  4 −     
= −8 ∫ ( sin  − 2) 

= 8( − 2)

적분영역




0 ≤  ≤ 2
0 ≤  ≤ 2 cos 

 = 4 −  − 


