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[ ] 본 수업은 교양 강좌이지만 앞으로 학교 현장에서의 교실 수업에서도 매우 유용하게 

활용할 수 있습니다. 이 강좌는 매우 재미있고 역동적이므로 평소에 게으르거나 잘 조

는 사람에게도 적합하지만, 과제는 결코 만만하지 않으니 수강 신청시 주의하시기 바

랍니다. 특히 수학과에서 개설한 과목이므로 단순한 '레크리에이션'을 넘어 

'Re-Creation 수학'까지 한 걸음 더 나아 가고자 합니다. 선배들의 극단적인 평가를 들

어보시되 학점을 나쁘게 받은 선배의 말대로 당신도 그러하다면 빨리 수강을 취소하십

시오. 적극적으로 권하는 선배들의 평가를 듣고 그래도 할만하다는 각오와 기대감을 

가지고 참여한다면 이보다 더 좋을 수는 없을 겁니다. 

1. 강좌의 개요  

: Re-Creation Math through Recreational Activities(놀이 활동을 통한 수학 다시 만들기)
표어 : Wake up your brain, Fun fun Mathematics(잠자는 당신의 두뇌를 깨워 수학을 즐겨라)
기법 : What if ~(not), Why ~(not)?
교수법: guided re-invention method
미션 : 흥미(R), 재미(G), 의미(B)를 버무려 자신들만의 별미(Chemi)를 만들어라!

“수학도 아동의 놀이가 될 수 있구나.", “놀면서 배우고, 배우면서 즐긴다.”, ‘내 속에

있는 무한한 잠재적 가능성을 깨운다.", “이런 것도 수학이구나!", “놀다보니 시간 다

갔다.”, “재미있다.”, “할 만하다.”, “과연, 여기에도 수학이?”, “고등학교 때까지 접

해보지 못했던 새로운 것이라 조금 어려웠다.”, “역시 수학은 약간의 머리와 노력이 필

요해!”, “창조적 활동” - 강의를 통해 수강생들이 확인할 말들이다.

수학 학습은 교과서를 통해 학교의 정규 수업 시간에만 이루어지는 것은 아니다. 아동

은 자연과 문화 속에 들어있는 수학적 원리와 법칙을 관찰하면서 체험을 통해 개념을 배

우고 이해하기도 한다. 그리고 일상생활 속에서의 구체적인 활동과 놀이를 통해 수학적

개념 형성을 위한 心象(mental image)을 먼저 형성해 가기도 한다. 그러나 한편, 자연스

런 놀이 환경에 속해 있다고 해서 저절로 공부가 되는 것은 아니다. 분명한 목표와 가치

를 바탕으로 계획적으로 잘 구성된 놀이 환경을 제공하고 학습자들의 의지를 일깨우는

것은 매우 중요하다. 그것이 바로 우리 교사들의 몫이다.

이 강좌는 내용적인 측면에서는 교양 수준(때로는 초등학생의 입장에서, 때로는 중-고

등 수준)에서의 놀이 활동을 즐기지만 단지 수동적인 놀이에 머물지 않고 보다 적극적인

재창조까지 경험하는 가능성을 탐색하도록 한다. 이를 위해 갖가지의 사례들을 체험하면

서 레크리에이션의 원리와 내용을 수학교실에서 적용할 수 있는 안목을 키우는데 목적이

있다. 여러 가지 수학적인 원리를 이용한 게임, 놀이, 퍼즐을 해결하는 동안 개인적, 집단

적으로 참여하여 수학적 탐구의 필요성, 수학의 아름다움과 유용성 등을 인식하며 예비교

사로서 수학에 대한 불안을 해소하고 현장에서 수학과 교수-학습 지도에 자신감을 갖도

록 하기에 충분한 강좌이다.

* 본 강좌가 지향하는 것들은 다음 7개의 영문 첫 글자에 따른 것이지만 강조하는 바는

내용에 따라 달라질 수 있다. 이 7가지는 기말과제 평가의 기준이기도 하다.



- 3 -

Difference(차별성, 참신함, 독특함)

Interest(재미, 유익함)

Googlization(다양한 자료, 그러나 출처는 명확히)

Integration(통합, 종합)

Trend(시대의 흐름, 경향)

Analysis(철저한 분석, 객관적) - 지식을 기반으로 한 ....

Liberal(유연함과 융통성, 자유로운 사고)

2. 이 강좌를 수강한 후에 여러분은 :

1) 지적인 면(지식, 기능) : 생활, 자연, 게임 속의 레크리에이션(Recreation) 활동들을

이해하고 이를 수학적인 안목으로 재창조(Re-creation)할 수 있게 된다.

2) 정의적인 면(감정, 창의) : 각종 놀이 속의 수학적 원리를 탐구하고 수학 교구를 직

접 다루거나 만들어 보는 활동을 하면서 수학도 재미있는 교과임을 느끼게 된

다. 그리고 앞으로 현장에서 만나게 될 학생들의 심리적, 교육적 특성에 부합

하도록 구체적 조작활동에 필요한 놀이의 수학적 원리 이해와 교구 제작에 자

신감을 가지고 자신만의 독특한 방법으로 해결할 수 있게 된다.

3) 의지적인 면(태도, 의지) : 개인별 재창조의 안목과 이미 알고 있는 내용이나 학습

한 내용을 바탕으로 생활 주변의 사물이나 상황을 분석/Upgrade 해보려는 생

각과 태도의 변화가 생긴다.

RGB가 빛의 3원색이듯이 知情意(智德體)의 전인적인 학습 목표는
‘레크리에이션 활동을 통한 리크리에이션 수학’의 기본 컨셉이다.

3. 주요교재 및 참고문헌 :

  1) 강좌용 카페(http://cafe.daum.net/ginuemathclass)와 필요시는 온라인용 뉴런뉴런

(http://scampus.or.kr) 도 활용/ 레크수학 강의자료실 활용

(첫 주에 회원가입 후 둘째 주까지 소감 및 각오를 적은 간단한 글을 올린다. 가입시 닉네임은 ‘이름_학과학번’ 
(예) 조수미_수학16 와 같은 형식으로 가입해야 등급에 맞는 승인을 받을 수 있다.)
  2) 매 시간별로 필요한 경우에 별도의 인쇄물 제공

  3) 수학 교구/게임 사이트 http://www.cut-the-knot.org/games.shtml

4. 운영 및 평가 방법 :

가. 강의 운영 방법

강의는 교수가 미리 준비한 주별 주제에 따라 교수의 안내에 의한 조별 워크숍(활

동)이 주를 이루면서 안내된-재발명(guided reinvention)의 방법으로 진행된다.

워크숍은 수강자 중심의 활동으로서, 교수의 강의내용을 바탕으로 관련되는 구체적

인 자료를 직접 탐구, 개발하는 실제적인 놀이 활동이다. 놀면서 배우는 과목이지만 여기

에 토론, 원리이해, 재구성, 발전적인 연구 등이 포함될 수도 있다. 개인 또는 조별로 몇

개의 교구나 새로운 놀이 학습 자료들을 만들기도 하는데 그 교구나 학습 자료의 제작과

정, 협동심, 창의성, 원리탐구 및 제작된 교구의 활용방법과 가치, 개선점 등을 주제별로

정리해 두면 개인의 아이디어 노트 또는 작품집이 된다.



- 4 -

나. 평가방법

항목

수업 중 워크숍

(중간고사 대체)

모둠과제

(기말고사 대체) 출결 및

과제 등의

시간 준수

기타

(태도)
계모둠별

상,중,하위

(단체 1~2점)

개별

RGB식
(건당 1~3점)

보고서
및 10분
발표

산출물

(RGB반영)

배점 20 20 20 20 20 ±α 100점 ±α

원칙적으로 지필시험은 없음(필요시 조정은 가능). 일부 활동 과제는 개인별 재창조를 위한 준비일

뿐이다. 수업 중 각종 놀이 활동과 개별 또는 공동으로 실시한 연구 과제(산출물)를 위주로 평가한다.

1) 수업 중 워크숍(40점) : 수업이나 활동에 나오는 각종 놀이 활동과 교구 탐구 과정에서 개인

별, 조별 활동을 관찰하고 평가한다. 때때로 조별 대항 게임을 펼치기도 하는데 그 산출물과

함께 그 활동에 참여하는 개인의 태도와 참신한 아이디어를 고려하기도 한다. 조별로 한 사

람씩 번갈아가면서 매주 있는 강의 내용, 조별 워크숍 활동과 아이디어 등을 요약, 재정리한

내용을 강좌 카페에 등록(등록자에게 주별 보너스 1점)하여 자료의 내용과 활동을 모든 사람이 함

께 반성/개선해 나갈 수 있도록 한다. 이때 다른 조와 구분되는 그 조만의 독특한 내용들을 

기록해 두면 좋다.

     개인별 보너스는 회당 재미와 열의(R:+1점), 창의와 기발함(G:+3점), 수학적 내용(B:+2점)

2-1) 포트폴리오(40점-택일) : 주별로 등록한 내용을 정리한 자료이다. 포함될 사항은 강의계획

서를 참고하여 <Ⅰ부> (1) 주별 강의 개요 (2) 전체 활동 및 토론 내용 요약 (3) 조별 활동

의 핵심과 논의 (4) 내용 관련 보충 자료, 참고문헌, 사이트를 기록하며, <Ⅱ부>로는 (1) 후

속 수업의 개선을 위한 발전 방안, 후속 연구거리 등의 조별 제안 (2) 조원들의 자기평가서

(수업 후 소감문)이 포함되도록 한다. 이렇게 정리해 둔 요약 노트는 마지막 주의 개인별

프로젝트 구상과 작품 발표에 매우 유용하게 사용될 수도 있다. 한 학기의 내용을 종합하는

포트폴리오의 경우 성실한 정리, 독특한 구성과 아이디어, 자료의 재활용 가능성, 추가 보충

자료 등을 살핀다. - (기존 학생과제물 참조 가능)

2-2) 개별/조별 보고서(40점-택일) : 강의와 워크숍을 통해 습득한 지식과 연구 역량을 바탕으

로 수업시간에 개인에게 가장 의미있게 다가왔던 내용 중 하나만 재구성(해법 탐구 또는 변

형)하거나, 강의 내용과 유사하지만 다루지 않았던 또는 이미 오래 전부터 알고 있던 주제

(수학 내용을 담고 있는 별도의 관련 놀이 활동, 게임, 퀴즈, 퍼즐, 인터넷사이트분석, 문제해

결, 패러독스, 서적 소개 등)를 하나씩 창작/개작/수행한다. 자료, 정보를 단순히 소개하는 것

보다는 가능한 한 재창조(recreation)가 이루어진 것이면 더 좋다. (참고문헌이나 웹주소의 출

처는 필히 상세페이지까지 기록해야 함.) 

     재미와 열정(R:40%), 창의와 기발함(G:30%), 수학적 내용의 알참과 의미(B:30%)

3) 출결 및 시간 준수(20점- 기본점수) : 매 시간당 부재시-1점씩(하루 최대 2점, 단 결석 확인서를

제출하면 50%만 감점함, 4회 결석은 학칙에 따라 자동 F학점), 기타-0.5점씩 감점함. 과제물의 제출

시한도 참고한다. 수업 시작할 때 출석하였더라도 수업 중간에 강의실 밖으로 나간 사람이

불시에 점검할 때 不在時 결석으로 처리됨.(출석 점검을 위한 지정 좌석제 실시)

4) 기타(±α점) : 수업에의 적극적인 참여 태도(수업시간에 엎드려 자거나 엉뚱한 장난을 하는 사람, 휴대

전화를 사용하는 사람 등)를 살피며, 타인에게 도움이 되는 수업 관련 자료를 직접 제공하거나

On-Off라인으로 정보를 공유한 사람, 창의적인 교구제작, 기타 수업의 질적인 개선을 위한

아이디어를 제공한 사람에 대하여 추가 점수(보너스)를 부여한다. 결석하지 않았다고 무조건

F를 면하는 것은 아님. 다양한 가감(加減)점을 부여한다.(편차는 5점)
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6. 주별 강의내용(레크리에이션수학, 송상헌)
* 주별 강의 내용은 학사 일정과 기후에 따른 야외학습의 변경, 학생의 참여, 반별 진도 등에 따라 변경될 수 있습니다.

회차 의   주   제 준비물 이미지 비고 평가항목

1

▶강좌안내•교육과정의 목표 점검•학습자 두뇌와 그 역할----------------•레크수학의 사례(369내친구, 매지믹서)

모둠용:4인1조, 조별1세트
개인용: 1인당 1개
=================•

다음 카페에 
닉네임을 

실명_소속 등록

----------------
수식만들기
수 감각
(유,융,독,정)

2 ▶윷놀이 타임머신
 •우리들만의 독특한 규칙, 방법으로 (모둠별)

-정다면체,연산 주사위세트
-연결색큐브
-유성칼라펜(3색이상)
-게임판

재미있는 
계산놀이/
수식 만들기 
전략게임

수 감각
전략적 사고
(수리/확률적 사고)
독창적인 아이디어

적극적인태도
협동
의사소통능력

3 ▶머긴스 트랜스포머•특명, 연속된 자리를 차지하라

4
 ▶탱그램이 탱탱
  •탱그램을 활용한 놀이와 다각형 탐구
  •탱그램 속의 수학적 원리

(개인별)탱그램
(교수용)자석탱그램

10cm×10cm이상 목재및자석

유사탱그램
만들기

도형의 길이와 
넓이, 등적변
형, 변환

5
 ▶스핑크스퍼즐이 핑~핑!
  •스핑크스퍼즐을 활용한 놀이와 다각형 
탐구

(개인별)스핑크스퍼즐
(모둠별)자석 시트지 

10cm×17cm 목재

스핑크스
골프게임

용어의 정의, 
도형의 변환, 
공간감각

6

▶ 야! 소풍이다.:자연 속의 수학 탐험
 •자연/생활 속에 나타나는 수학적 비밀과 그 신

비
  •프랙탈-생활 주변에서 찾아보는 황금비와 황금사

각형, 인체의 조화(Miss/Mr 선발대회)•종이 한 장으로 상상초월(거듭제곱의 비
밀), 큰 수와 작은 수의 비밀 

(개인별) A 4,B 4복사용지 
(모둠별)전자계산기, 줄자
(교수용)여분의 줄자

전자계산기     줄자

생활 속의 
수학

큰 수 
문제해결

규칙성탐구

보다 간편하고 
쉬운 방법 찾
기

문제해결과 문
제만들기,
수감각, 정의, 
기호화

7
▶ 야외활동 탐구 보고 및 토론
•연못(분수대)물의 무게, 팔각정과 운동장(야외음
악당)의 넓이, 강의동 두 지점의 최단거리, 벽돌의 
개수 세기

(모둠별)활동보고서

8
▶변형 루미큐브 

 •조커 추가, 그룹과 연속의 방법, 배판으
로 불리기

(모둠별)
-루미큐브 클래식
-루미큐브 디럭스, 듀오

새로운 게임 
규칙 만들기

수 감각
전략적 판단(연속, 
그룹 만들기)
모험심,도전감

9

 ▶ 하노이의 탑과 그 응용
  • 64개의 원판을 옮겨라!
  • 바라문교의 현자되기 (개인별)삼각 하노이탑

(원판이 7개 이상인 것)

MF소설,
규칙과 표현의 
아름다움

수감각,점화식,
구조파악,수량
화,일반화 ▶ 변형 하노이탑(개별연구과제로 대체)

  •인접통행/일방통행/기둥이 여러 개일 때

10
(선택
)

 ▶ NIM 게임과 그 변형:뇌섹남을 이겨라
  •What if? What if～not? 이라는 발

문기법에 따라 게임의 조건과 규칙, 
결과를 변경

(모둠별)연결 색큐브
(담는 바구니 있어야 함)

What if 
 ~(not)? 

대수적사고,
조건변경, 
문제만들기

 ▶페그퍼즐: 
  •최소이동횟수 구하기
  •삼각형을 역삼각형으로

(교수용)흑백 자석바둑돌
(모둠별)흑백 바둑돌(고
급)1통씩 색큐브로 대체가능
4절지(16장)
유성칼라펜(4세트)

최소이동횟수, 
옮기는 방법
수학적 사고

대수적 사고, 
구조파악,기호
화, 수량화, 일
반화,

11

 ▶폴리큐브(테트리스에서소마큐브를 넘어)
  •각종 조각 퍼즐의 발생 과정 이해
  •펜토미노로 즐기는 게임(블로커스)
  •펜타큐브로 입체 구조물 만들기

(전체)블로커스 2세트
    3D 블로커스 2세트
블로커스 트리곤 2세트

기준분류
게임전략과
최적화

분류,

12
 ▶축구공 위의 수학
 •피버노바,팀가이스트,자블라니의 다른 점
 •평면그래프 그리기

(모둠별) 폴리드론 
입체도형 조립세트(주의: 
가운데가 뚫린 것임, 바구
니에 든 것)

준정다면체
입체도형의 

표현

오일러정리,연
결상태

13
▶ 미션임파서블2. 

가장 튼튼한 종이 구조물 만들기
(모둠별) 8절지 3장, 하드
보드지1장, 풀 

Fun Fun Math
바쁘다 바뻐!

수학적 구조, 재
료의 효율성, 견
고함과 세밀함

14
(개별
연구)

 ▶레크리에이션을 넘어 리크리에이션으로
 •주제탐구 : 학습용 교구 탐구(계속)

  •각종 교구 탐구/ 체험/ 업그레이드 기존의 교구 BOX들
기말과제 

연구/

발표

, 
업그레이드

수행과정,관찰,
RGB(지정의) 
총체적 평가
의사소통,15

* 과제 종합 소개 * 나도 창조가....
각종 자료/정보 공유, 개별/조별 작품 소개/발표

새로운 지식의 
생산자
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과제는 강좌용 카페(http://cafe.daum.net/ginuemathclass)에서 기존 수강생들의 과제를 참고하시기 바랍니다.  
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01차시: 레크리에이션 수학으로의 초대

학습 안내

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. 레크리에이션의 용어와 의미를 바르게 이해하고 사용할 수 있게 된다.

2. 레크리에이션 수학의 의미와 가치를 알고, 더 나아가 리-크리에이션 수학에 대한 

궁금증과 기대감을 갖게 된다.
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학습 내용

1. 레크리에이션의 의미

2. Re-Creation Math란?

•(좁은 의미) Recreational Mathematics(레크리에이션 수학): 아동이 흥미를 가지고 수

학 학습에 적극적으로 참여토록 하기 위해 레크리에이션의 방법적 요소를 수학에 접

목한 역사적 산출물(내용 수학) (예) 마방진, 수도쿠, 하노이탑 등의 수리퍼즐이나 탱그램, 소

마큐브, NIM 게임 등
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•(중간적 의미) Mathematical Recreation: 레크리에이션(활동)을 활용하되 수학적인 방

법을 가미한 구성적 사고 활동(수학적 방법) (예) 성냥개비퍼즐, 매듭풀기(실뜨기),

빙고게임, 윷놀이, 3-6-9게임, 배스킨라빈스31, 칠교로 모양 만들기, 소마큐브로 구조

물 만들기 등

•(구성/종합적 의미) Re-Creation Mathematics(리-크리에이션 수학): 전통적인 레크리

에이션 수학에다 교육적인 의미와 가치를 고려하면서 보다 창조적이고 능동적으로

재구성, 재창조해 나가는 모든 수학적 사고 활동과 그 산물(방법과 내용의 통합 수

학) (예) 주사위윷놀이, 변형 하노이탑, 유사탱그램, 변형 소마큐브

3. Re-Creation Math를 위한 이론적 배경

가. 구성주의와 사고 활동의 내면화, 그리고 수학화

①구성주의(constructivism)에 따르면, ‘앎이란 주체(학습자)가 객체(수학)을 능동적으

로 구성하는 것’이므로 아동의 구체적인 활동 경험을 바탕으로 사고 조작이 가능하도록

해야 함. 그러나 활동 후에는 필히 ‘사고의 내면화’까지 강조해야 함.

②피아제(J. Piaget)에 따르면, 사고 기능의 발달은 환경과의 상호작용(동화와 조절)을

통해 일어나므로 지나친 형식화 이전에 아동의 발달 단계에 맞는 적절한 경험을 제공하여

호기심과 학습동기를 유발시켜야 함.

③프로이덴탈(H. Freudenthal)은 ‘실행수학’, 곧 완성된 수학체계 이전에 인간 활동으로

서의 수학을 강조하면서, ‘현상을 수학적 수단에 의해서 조직하는 과정’을 ‘수학화

(mathematizing)'라는 말로 요약하고 있음.

==> 이렇게 함으로써 학습 활동의 긍정적인 태도가 길러지고 한 단계 더 높은 수준의

사고를 유발하면서 수학적 사고의 수준이 상승됨.

나. 디엔에스(Z.P. Dienes)의 수학놀이 학습을 위한 6단계와 4가지 원리

<4가지 원리>

①역동성의 원리(개념발생을 유발하는 놀이나 게임의 경험)

②구성성의 원리(분석이전에 구성이 먼저)

③수학적 다양성의 원리(변화시킬 수 있는 것은 다양하게 변화시켜 추상화, 일반화 유도)

④지각적다양성의원리(개념의본질을파손시키지않는범위에서다양한지각적재료제공)

<놀이 학습의 6단계> (웹사이트 http://www.zoltandienes.com 참조)

① 자유놀이단계 ② 게임단계 ③ 공통성 탐구단계

④ 표현/표상단계 ⑤ 기호화단계 ⑥ 형식화 단계
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다. 재구성 및 재창조의 전략: What if ~ (not)? 기법

단계 수준 문제제기활동

0단계 출발점선택하기 문제의 조건을 바꾸기 위한 요소 파악

1단계 속성열거하기
새로운 문제의 제기를 촉진하는 하나의 수학 이론이나 
규칙이 주어지면  그것의 속성을 적어볼 것 

2단계 속성부정하기
전 단계에서 열거한 요소나 속성의 일부에 대해  '만약 
그렇지 않다면 어떤가?' 하고 의문을 가져보기

3단계 발문 또는 
문제제기하기 전 단계에서의 의문을 기초로 새로운 문제를 만들기

4단계 문제 분석하기
기존의 문제상황을 보충할 수 있는 광범위하고 다양한 
상황을 고려하여 새로운 문제를 분석하거나 해 구하기

① ‘문제 제기’ 또는 ‘문제 설정’이라고 불리는 이 전략은 주어진 문제의 해결 과정에서

새로운 문제를 제기 하거나, 해결 후에 새로운 문제를 만들어 보도록 하는 교수-학습방

법. Brown & Walter는 체계적으로 문제를 만드는 방법으로 다음과 같은 'what if ~(not)?' 기

법의 4단계를 설정함.

② What if ~ (not)? 기법을 이용한 문제제기의 전략

․자유로우며 폭 넓고 다양하게 생각할 것

․자기 스스로도 문제를 만들 수 있다는 자신을 갖고 여러모로 시행착오를 할 것

․지금까지 학습한 경험 및 지식에서 얻은 유사한 문제 등과 연결시킬 것

․많은 의문을 품을 것

․자신이 생각한 것을 모두 기록할 것

․새롭고 발전적인 문제를 만들도록 노력할 것

․상황 및 속성과 숫자 등을 변경하고 역으로도 생각해 볼 것

․자기가 풀 수 있는 문제를 만들 것

․다른 도형을 생각해 볼 것

․차원을 확대 및 축소할 것

․다른 단원 및 타 교과와 연결지어 볼 것

4. Re-Creation Math의 교육적 가치

(인지/사고적 측면)

• 수학적인 기초지식과 기능을 강화하고 더 나아가 개념획득과 발달에 도움을 줌.

• 개념학습과 응용을 위한 다양한 수학교수전략을 가능하게 함.

(정의/태도적인 측면)
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• 딱딱하고 재미없다는 수학 교과의 선입견을 벗겨 학생들의 흥미와 욕구를 충족시

키고 학습동기를 유발/강화할 수 있음.

• 학습내용에 대한 다양한 경험을 통하여 수학적 개념을 실생활과 연결지어보거나

새로운 수학을 만들어 보려는 의지 및 수학적 성향의 계발에 도움이 됨.

(의지/성향적인 측면)

• 학습내용에 대한 다양한 경험을 통하여 수학적 개념을 실생활과 연결지어보려는

의지와 수학적 성향의 계발에 도움이 됨.

==> 결국 수학은 재미있고 나의 생각은 창조적이라는 경험과 자신감, 도전감을 제공

5. Re-Creation Math를 통한 수학 학습의 방향

• 이미 알고 있는 것이나 유사한 것으로 바꾸어 생각해 보기

• 또 다른 풀이나 대안을 찾아보기

• 알고 있는 문제라 할지라도 그 속에서 원리를 찾아내기

• 해결한 문제를 한 단계 더 높은 수준으로 적용해 보기

• 조건이나 규칙을 바꾸어 새로운 문제를 만들어 보기

• 모르는 문제는 며칠이 걸려서라도 끝까지 풀고야말겠다는 집념 갖기

• 스스로 정답을 얻어냈을 때의 감동 소유하기(Alleh, Wonderful!)

6. Re-Creation Math의 예 : 

가. 삼육구 네친구   

(기본 삼육구 게임)

흔히 잘 알고 있는 ‘삼육구 게임’은 여러 사람이 원형으로 돌

아가면서 1부터 수를 하나씩 차례대로 부르되 3, 6, 9라는 숫

자가 들어있는 수에는 그 수를 부르지 않고 3, 6, 9 숫자의 개

수만큼 손뼉을 치면서 틀리는 사람이 나올 때까지 이어가는

수 세기 게임입니다.(예를 들어, 30에는 한 번만 쳐도 되지만

33에는 손뼉을 두 번 쳐야 합니다.)

(What if ~not?) 그런데 왜 3, 6, 9라는 숫자에만 손뼉을 쳐야

할까요? 다른 수를 고르라면?

(Re-Creation) 2, 5, 8이나 1, 3, 7 등도 가능합니다. 그런데

나는 4, 7, 9를 골랐습니다. 그 이유는 3-6-9는 손뼉을 치는

간격이 3,3,3,4, 3,3,3,4의 규칙이 있는데 이 경우 3명이 게임을

할 때는 한 사람이 계속 반복하여 손뼉을 쳐야 하는 단조로

운 게임이 되었습니다. 그래서 간격이 일정하지 않는 수를 고르다 보니 4-7-9는 간격이 4,3,2,5, 4,3,2,5으로 간격이 일정하

지는 않지만 전체적으로는 패턴이 있는 수입니다.

(What if ~?) 이 새로운 숫자 부르기 게임은 뭐라고 이름을 붙일까요?

(Re-Creation) 4, 7, 9는 넷칠구로서 ‘네 친구’라는 이름을 가지므로 ‘사칠구 네 친구’라고 합시다.

(What if ~not?) 왜 손뼉만 쳐야 하나요?

(Re-Creation) 음, 발을 구르는 방법도 있으니 4, 7, 9에는 발을 구르도록 합시다.

(What if ~not?) 삼육구와 사칠구를 결합하면 어떨까요?

(Re-Creation) 좋은 생각입니다. 그러면 게임의 이름을 ‘삼육구 네 친구’로 하고 3, 6, 9에는 손뼉치고, 4, 7, 9에는 발을

구르면서 공통으로 들어가는 9와 같은 수에는 손뼉과 발을 동시에 구르면 되겠군요. 게임 시작!
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아래의 영상출처: YTN 수다학리크리에이션수학 (2014년 12월 1일 방송)

네이버캐스트http://tvcast.naver.com/v/243901 다음 tv팟(http://tvpot.daum.net/mypot/View.do?clipid=63894775&ownerid=1kFWgJA3wdI0)



- 14 -

7. 「Recreation 활동을 통한 Re-Creation Math 교구 시리즈」소개

 송상헌교수의 Recreation 활동을 통한
 Re-Creation Math 교구 시리즈 ❶

주사위 윷놀이

송상헌교수의 Recreation 활동을 통한
Re-Creation Math 교구 시리즈 ❷

머긴스 트랜스포머79

    

 송상헌교수의 Recreation 활동을 통한
 Re-Creation Math 교구 시리즈 ❸

매직 주사위(Magic Dices)

    

 송상헌교수의 Recreation 활동을 통한
 Re-Creation Math 교구 시리즈 ❺

하노이의 탑(Tower of Hanoi)

    
 송상헌교수의 Recreation 활동을 통한
 Re-Creation Math 교구 시리즈 ❹

스핑크스퍼즐 골프게임(Sphinx Puzzle Golf Game)
-전통적인 정사각형 탱그램을 발전시켜 골프게임과 접목한 새로운 정삼각형 칠교놀이-

  

내부 선분의 수(뒤집은 조각 수)=A(B) 

에서 5(1)을 기준 파(Par)로 함
  : 

뒤집은 

조각 

5(1) 파(Par)                     5(0) 버디(Birdie)

  
 

 송상헌교수의 Recreation 활동을 통한
 Re-Creation Math 교구 시리즈 ❻

폴리큐브(Poly Cubes)
-5색 41종(200개)의 큐브에 테트라큐브, 변형소마큐브, 입체형펜토미노, 펜타큐브를 모두 포함-

  

경인교육대학교 수학영재교육연구소 발간(예정) 

[주  소] (430-804) 경기도 안양시 만안구 경인교대길 353(석수동6-8) 경인교육대학교자연과학관 605호. [연락처] (031)470-6371

[개발자] 송상헌(경인교육대학교 수학영재교육연구소장, shsong@ginue.ac.kr)         [홈페이지] http://sub.ginue.ac.kr/igem     

[제작원] 플랜우드 MADE IN VIETNAM     [디 자 인] 아트미디어

교구 구입처: mathgifted@ginue.ac.kr 아래 카페에 신청서 있음.

http://cafe.daum.net/ginuemathclass 가입하려면 닉네임을 ‘실명_소속’으로 (예)송상헌_수학16
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학습 정리

1. 본래 레크리에이션(Recreátion, 오락, 위안, 취미, 유희, 휴식, 기분전환, 원기회복)의 의미에는 리
크리에이션(Ré-creation, 재창조, 개조, 재생, 능력의 부활, 새롭게 함)의 의미도 포함하고 있다.

2. 레크리에이션 수학과 리-크리에이션 수학의 관계
  •(좁은 의미) Recreational Mathematics(레크리에이션 수학): 아동이 흥미를 가지고 수학 학습  

   에 적극적으로 참여토록 하기 위해 레크리에이션의 방법적 요소를 수학에 접목(내용 수학)
  •(중간적 의미) Mathematical Recreation & Mathematical Re-Creation: 레크리에이션이라는 
활동 중심을 넘어 수학적인 재창조의 방법을 가미한 모든 구성적 사고 활동(수학적 방법)

  •(구성/종합적 의미) Re-creation Mathematics(리-크리에이션 수학): 전통적인 레크리에이션    
  수학에다 교육적인 의미와 가치를 고려하면서 보다 창조적이고 능동적으로 재구성해 가는 모든    
 수학적 사고 활동과 그 산물(방법과 내용의 통합, 재창조한 수학)

  •본 강좌에서는 리-크리에이션 수학 강조하면서도 필요시에는 이 둘을 구분하기도 하겠지만, 레크리에이션    
   (recreation)의 본래적인 의미가 포함된 경우에는 통칭하여 ‘레크리에이션수학’이라 부르기로 함. 

    ==> RGB의 각 성격에 해당하는 ‘창조’와 ‘레크리에이션’, ‘수학’이라는  기본 3원색이 모
여 리-크리에이션 수학이라는 독특한 영역이 완성되는 그 날을 기대

       Creation Math

Re-
Re-Creation Math

(재창조 및 재구성을 위한 

통합 수학)

3. 레크리에이션 수학의 교육적 가치
(인지/사고적 측면)
• 수학의 기초 지식과 기능을 강화하고 더 나아가 개념획득과 발달에 도움을 줌.
• 개념학습과 응용을 위한 다양한 수학 교수 전략을 가능하게 함.

       (정의/태도적인 측면)
• 딱딱하고 재미없다는 수학 교과의 선입견을 벗겨 학생들의 흥미와 욕구를 충족시키고 학습동
기를 유발/강화할 수 있음.

• 일상생활의 활동을 수학적으로 생각하도록 하는 수학적 태도를 신장시켜 창의적인 문제해결을 
고무함.

       (의지/성향적인 측면)
• 학습내용에 대한 다양한 경험을 통하여 수학적 개념을 실생활과 연결지어보거나 새로운 수학
을 만들어 보려는 의지 및 수학적 성향의 계발에 도움이 됨.

  
 4. 참고 문헌/참고사이트
      - 송상헌(1998). 초등학생들을 위한 레크리에이션 활동을 통한 Re-Creation수학의 가능성 탐색. 

대한수학교육학회 수학교육연구발표회 논문집. <열린 수학교육의 이론과 실제>, 419-430.
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학습 평가

1. 다음 중 레크리에이션(Recreation)에 관한 설명으로 잘못 된 것을 고르시오.

① 레크리에이션은 단순한 휴식이나 오락을 넘어 회복(recovery), 복구(restoration), 새롭게 

함(making anew)을 추구한다.

② 문예부흥기에 인간 개조의 필요성을 부르짖던 인문주의자들에 의해 처음 사용되었다.

③ Ré-creation이라고 읽을 수도 있으므로 재창조, 재생, 부활의 개념도 포함하고 있다.

④ 레크리에이션은 라틴어 레크레아~싸오(Recreatio)에서 유래하였다.

⑤ 우리나라에서는 ‘레크레이션’이라고 말한다.

2. 리-크리에이션수학에 대한 설명 중 잘못 된 것을 고르시오.

① 리-크리에이션 수학이란 레크리에이션(활동)을 통한 Re-Creation 수학을 추구하는 모든 수

학적 내용과 사고활동을 통칭하는 말이다.

② 디엔에스(Dienes)가 말하는 구성성의 원리는 원리의 종합이전에 활동을 통한 구체적인 분석

이 우선되어야 함을 강조한 것이다.

③ 리-크리에이션 수학에 적합한 대표적인 이론의 예로는 경험적 활동이후 사고활동의 내면화

까지 포함하는 구성주의와 수학적 활동을 강조하는 수학화를 들 수 있다.

④ 디엔에스(Dienes)의 수학놀이 학습 6단계는 자유놀이단계, 게임단계, 공통성탐구단계, 기호화

단계, 형식화단계, 재구성단계이다.

⑤ 리-크리에이션 수학을 위해서는 아동이 당면하는 생활 주변의 물리적 현상뿐만 아니라 수

학 그 자체의 이론까지도 포함하는 현상(reality)을 수학적 수단에 의해서 조직하는 과정을 

포함해야 한다.

3. 3-6-9에는 손뼉을 치고 4-7-9에는 발을 구르는 ‘삼육구 내친구’ 게임을 한다고 할 때 1부터 

100까지의 수에서 손뼉 치기와 발 구르기를 동시에 해야 하는 수는 몇 개인지 고르시오.

① 18개    ② 25개    ③ 27개     ④ 30개    ⑤ 32개
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02차시: 주사위 윷놀이 

학습 안내

본 활동은 첫 번째 체험활동으로 전통 윷놀이를 변형해 만든 ‘주사위 윷놀이’입니다.

주사위 윷놀이는 전통적인 윷놀이의 규칙과 비슷하지만 윷가락이나 판의 모양, 말의 

개수, 말을 움직이는 방법, 게임의 승패 결정 방법 등을 다양하게 바꾸어 볼 수 있는 

창의적인 놀이입니다. 윷가락 대신 주사위를 던지고, 둘 또는 세 주사위 눈의 합, 차 

또는 곱만큼 말판 위의 말을 움직이면서 목표지점으로 빨리 나오든지 큰 점수로 나오

면 승리하는 전략게임입니다. 놀이의 조건이나 규칙, 승리방식을 여러 가지 방식으로 

변경하면서 자신의 수준에 맞게 창의적인 놀이로 재구성해 보시기 바랍니다.

이 주사위 윷놀이의 사례를 통해 생활 속의 놀이 활동에 들어있는 수학적인 사실이나 규칙을 이해하

고, 그것을 변형하여 수학적인 Re-Creation을 해 보려는 수학적인 마음가짐(Mathematical Attitude)

이 생겨나기를 희망합니다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1.(지식과 이해의 측면) 주사위 윷놀이의 게임 규칙을 이해하고 확률(가능성) 판단을 

이용하여 게임의 승리전략을 찾을 수 있게 됩니다.

2.(기능적인 측면) 경우의 수와 가르기/모으기를 이용한 두 수(또는 세 수)의 합과 차,

곱, 그리고 나눗셈에서의 몫과 나머지 등을 연습하게 됩니다.

3.(수학적 사고의 측면) ‘What if not?'와 ‘What if ~not?'이라는 전략을 활용한 창의적

인 윷놀이 게임을 만들고 평가할 수 있게 됩니다.

4.(태도와 의지의 측면) 게임의 규칙을 통해 준법정신의 필요성을 느끼고 승리전략이

나 새로운 수학 문제를 찾아보려는 태도를 갖게 됩니다.

주사위 윷놀이 활동판
(변형게임판 추가) 윷가락 정다면체 주사위 3개, 

연산 주사위1개
말(색큐브)
3색 3개씩

[준비물, 4인 모둠별]
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학습 내용

1. 주사위의 어원과 유래

인류 역사에 언제 주사위(dice)가 처음 등장했는지는 확실하지 않지만 이집트에서는 

B.C. 10C 이전에 상아나 동물의 뼈로 된 주사위가 있었다. 주사위는 발굽이 있는 동물의 

관절 뼈(거의 정사면체 모양?)로부터 발전한 것으로 추정되며, 역사시대 이전부터 사용되

고 있었다. 주사위놀이는 역사적으로 다양한 데에 사용되었다. B.C. 49년에 율리우스 카

이사르가 루비콘 강을 건너 로마로 진격할때 "주사위는 던져졌다."라고 선언한 이야기는 

유명하다. 주사위는 여러 나라의 전통놀이에 사용되고 있는데, 한국에서는 승경도 놀이에 

윤목이라는 이름의 5개의 면을 가진 주사위가 사용되었으며, 정6면체 주사위를 쓰는 쌍륙

이라는 놀이가 대중화되기도 하였다. 이외에도 주사위만을 가지고 도박을 하기도 하였으

며, 확률론 자체가 드메레가 파스칼에게 주사위 놀이에서 돈을 잃자 이에 대해 질문에서 

시작된 이야기는 유명하다.

여러 가지 모양의
주사위

주사위의 눈

아시아형(상)과 유럽형(하) 정다면체 주사위 연산/부호 주사위

http://ko.wikibooks.org/wiki/%EC%A3%BC%EC%82%AC%EC%9C%84

★(탐구활동) 주사위의 눈을 배열하고 정사면체 주사위의 눈을 읽는 방법

★(학습활동) 두(세) 주사위의 합과 차를 통한 가르기와 모으기

2. 14면체 목제주령구

통일신라 시대(7-9세기)의 유물로 안압지에서 출토된 이 주사위는 6개의 정사각형인 면

과 8개의 육각형인 면을 가지고 있는데, 나무로 만든(木製) 술 먹을 때 놀던 주사위(酒令

具)라 해서 목제주령구라고 이름을 지었다. 쉽게 말하면 신라 시대 귀족들이 술좌석 등 

여러 사람이 모인 흥겨운 자리에서 주사위를 던져 나오는 내용을 벌칙으로 하는 ‘놀이용 

주사위’라 할 수 있다. 신라인들의 창의성이 돋보이는 목제 주령구는 어떻게 만들었을까 

수학적으로 접근해보자.

같은 크기의 정삼각형 8개를 연결하여 만든 정팔면체를 이용하여 만들 수 있다. 정팔면

체의 각 모서리를 3등분하여 꼭지점 부분을 잘라내면 정팔면체의 꼭지점 6개가 정사각형 

모양으로, 정팔면체의 면 8개가 육각형 모양으로 바뀌어 14면체(육팔면체) 목제 주령구가 

만들어진다. 전개도를 그려 직접 만들 수도 있다.
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목제주령구 전개도

정팔면체 깎은 정팔면체(1) 깎은 정팔면체(2) 목제주령구 깎은정팔면체(3) 축구공

◆6개의 정사각형인 면에 쓰인 벌칙. ◆8개의 육각형인 면에 쓰인 벌칙

 1.금성작무(禁聲作舞):소리없이 춤추기
 2.중인타비(衆人打鼻):여러 사람 코 두
드리기
 3.음진대소(飮盡大笑):술 한잔 다 마시
고 크게 웃기
 4.삼잔일거(三盞一去):한번에 술 석 잔 
마시기
 5.유범공과(有犯空過):덤벼드는 사람이
나 별난 짓으로 골려도 가만히 있기
 6.자창자음(自唱自飮):스스로 노래 부
르고 마시기

 7.곡비즉진(曲臂則盡):팔뚝을 구부려 다 마시기

 8.농면공과(弄面孔過):얼굴 간질러도 꼼짝 않기

 9.임의청가(任意請歌):누구에게 마음대로 노래시키기

10.월경일곡(月鏡一曲):달(여자)관련 한 곡조 부르기

11.공영시과(空詠詩過):시 한 수 읊기

12.양잔즉방(兩盞則放):술 두 잔이면 즉각 마시기

13.추물막방(醜物莫放):더러워도 버리지 않기

14.자창괴래만 (自唱怪來晩):스스로 괴래만(밤 늦게 

곤드레 되어 들어오는 모양새)으로 부르기

실물 크기의 목제 주령구를 구성하는 육각형과 정사각형

을 직접 만들어 실험해 보자. 한 변의 길이가 4.1㎝인 정삼

각형의 각 꼭지점에서 0.8㎝를 잘라내면 긴 변이 2.5㎝인 

육각형 모양을 만들 수 있다. 한 변의 길이가 2.5㎝인 정사

각형을 만들어 둘을 포개어 보라. 둘의 넓이가 거의 같음

을 알 수 있다.(실제 계산에 의하면 육각형 모양의 넓이가 

정사각형 모양의 넓이보다 약간 크다) 결국 14개의 면의 

넓이가 거의 같기 때문에 목제 주령구의 각 면이 나올 확

률은 모두 14분의 1이 된다.

넓이가 일정하도록 목제주령구를 깎는 정도
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3. 윷놀이 말의 종류와 나올 확률 구하기

종류 모양 상징물 가지 수 확률

도

개

걸

윷

모

합계

4.(활용) 주사위 윷놀이와 변형

[게임방법]

1. 인원을 두 팀으로 나누고 팀에서 공용으로 사용할 말판과 주사위 2개, 그리고 팀별 3개씩의 말을 준비한다.

2. 주사위를 하나 던져 먼저 시작할 팀을 정하고, 두 팀이 번갈아가면서 두 개의 주사위를 던져 나온 눈의 

수를 더한 수만큼 말을 이동한다.

3. 두 주사위의 눈의 수가 똑같이 나오는 경우(더블)는 1회 더 던질 수 있다.

4. 길을 따라 말을 옮겨가다가 갈림길에 멈추었을 때만 지름길로 방향을 바꿀 수 있고 지름길에서 먼 길로 

돌아갈 수는 없다.

5. 상대방의 말을 잡게 되면 주사위를 1회 더 던질 수 있는 보너스를 얻는다. 그러나 더블로 말을 잡게 되면 

다시 던지는 경우는 1회만 허용한다. 주어진 보너스 횟수를 모두 사용한 다음 한꺼번에 말을 옮겨도 된다.  

6. 같은 팀의 말은 여러 개 겹쳐(업어) 갈 수도 있다.

7. 정한 개수의 말(3개)이 먼저 나오는 팀이 이긴다.

(1) 왜 덧셈만 하지? 뺄셈이 더 유리할 때는 뺄셈도 할 수 있도록 하면 어떨까?

  (예) 주사위의 눈이 5와 3이 나왔을 때:  5+3=8 또는 5-3=2에서 자신이 유리한 칸 수만큼 움직일 수 있도록 

선택할 수 있다. 곱셈도 가능하며 나눗셈의 경우는 ‘몫 + 나머지’만큼 진행하도록 할 수도 있다.

(2) Back Do(빽도)처럼 뒤로 가는 경우 한 칸보다 더 많이 뒤로 가면 어떨까?

 (예) 주사위의 눈이 4와 3이 나왔을 때:  3-4를 계산하거나, 3칸 앞으로 간 뒤 4칸을 뒤로 갈 수도 있다.

      (결국 뒤로 1칸 물러남)

(3) 주사위의 모양이나 개수를 바꾸면 어떨까?

 (예) 3개의 주사위를 던져서 계산하거나 다른 종류의 정다면체 주사위를 사용할 수도 있다.

       사칙계산(+, -, x, ÷)과 대소(>, <) 부호를 적은 연산 주사위를 하나 더 넣고 대소 부호의 경우는 큰 

수 또는 작은 수 중 자신에게 유리한 수를 선택할 수 있다.

(4) 규칙 중에 ‘역전 대박 찬스’라는 재미있는 보너스를 사용할 수 있도록 하면 어떨까?

   (예) 주사위를 던지기 전에 자신이 예상한 수들을 말하고 그것이 정확히 나왔을 때는 상대 팀 말과 우리 팀 

말의 위치를 하나씩 바꿔 놓을 수 있다. 

(5) 승리 방법을 각 말이 나오면서 남은 칸 수만큼 말의 점수를 주고 그 점수들을 모두 합하면

어떨까?

 (예) Home까지 4칸이 남았을 때 10이라는 수가 나왔으면 그 말은 6점을 얻는다. 그러면 모든 말이 먼저 

나오는 팀보다 점수의 합이 많은 팀이 승리할 수도 있다.

※ 기본 주사위 윷놀이의 여러 가지 조건들을 하나씩 바꿔 봅시다.
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~9쪽으로 크게편집



02차시: 주사위 윷놀이 

- 23 -



- 24 -

학습 정리

1. 주사위 윷놀이는 전통적인 윷놀이의 규칙과 비슷하여 쉽게 익힐 수 있는 게임이지만 윷가락이나 판의 모양, 

말의 개수, 말을 움직이는 방법, 게임의 승패 결정 방법 등을 다양하게 바꾸어 볼 수 있는 창의적인 놀이이

다. 

2. 주사위윷놀이는 둘 또는 세 주사위를 던져 나온 눈을 사칙계산하여 나온 수만큼 말판 위의 말을 움직이면서 

단순히 계산만 하는 게임이 아니라, 뒤에 오는 말에 의해 잡힐 가능성(확률)과 더블이나 트리플이 나올 가

능성(확률)까지 고려하면서 목표 지점으로 빨리 나오거나 큰 점수로 나오면 승리하는 전략을 찾아야 하므로 

확률을 이용한 전략게임의 일종이다.

3. 많은 점수를 얻기 위해서는 업어 갈지, 돌아갈지, 0보다 작은 값을 만들어서 한 칸 뒤로 물러갈지도 판단해

야 하는 즉각적인 상황 판단이 필요한 놀이이다.

4. 주사위 윷놀이판은 한 줄 10칸을 기본단위로 하고 5칸을 보조단위로 하는 십진기수법의 암산이 가능하도록 

수학적으로 만든 놀이판이다. 필요하다면 주사위윷놀이 말판의 모양 전체를 변경할 수도 있지만 단순히 재미

있는 모양보다는 수학적인 구조가 들어있는 모양판이 좋다. 1부터 100까지의 수를 10칸씩 10줄로 배열한 

100수표를 이용해도 된다.  

5. 주사위 윷놀이는 'What if~(not)' 전략에 따라 주사위의 개수나 모양(나오는 수), 게임의 조건이나 규칙, 계

산 방법, 승리방식 등을 수정, 변경하면서 자신의 수준에 맞게 놀이를 재구성할 수 있는 여지가 많아 수학 

수업에서 다양하게 활용할 수 있는 Re-Creation 수학에 적합한 놀이이다.

6. 참고문헌/참고사이트

      안금희 외 9인(2006). 놀이를 활용한 신나는 교실 수업. 학지사.
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학습 평가

1. 주사위 윷놀이에 대한 설명 중 가장 옳지 못한 것을 하나 고르시오.

① 주사위 윷놀이에서는 빽도(Back Do)처럼 말이 뒤로 가는 경우는 없다.

② 주사위 윷놀이는 사칙 혼합계산을 연습하기 위한 계산용 학습게임이다.

③ 주사위 윷놀이는 전통적인 윷놀이의 말이 옮기는 규칙과 똑같이 진행할 수도 있다.

④ 주사위 윷놀이판은 한 줄 10칸을 기본단위로 하고 5칸을 보조단위로 하는 십진기

수법의 암산이 가능하다.

⑤ 주사위 윷놀이는 'What if~(not)'전략에 따라 놀이를 재구성할 수 있는 여지가 많아

Re-Creation 수학에 적합한 놀이이다.

2. 다음 중 두 정육면체 주사위를 던져 나오는 눈의 합이 될 수 없는 값을 모두 고르시오.

① 1 ② 2 ③ 11 ④ 12 ⑤ 13

3. 다음 중 3개의 정육면체 주사위를 던져 나오는 수들의 합으로 가장 자주 나오는 값

을 모두 구하시오.

① 7 ② 10 ③ 11 ④ 12 ⑤ 14
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03차시: 주사위 윷놀이를 통한 혼합계산과 확률지도 

학습 안내

본 활동은 지난 시간에 학습한 ‘주사위 윷놀

이’를 통해 저학년에서는 수의 분해와 결합을,

중학년에서는 혼합계산을, 그리고 고학년에서는 

경우의 수와 확률을 지도하는 방법을 탐구해 보

는 시간입니다.

주사위 윷놀이는 전통적인 윷놀이에 ‘What if

~(not)'전략을 적용하여 윷가락 대신 주사위를 

던지면서 주사위의 개수, 종류, 말을 옮기는 규

칙, 게임의 승패 결정 방법 등을 다양하게 바꾸어 보는 창의적인 

놀이요 전략적인 게임입니다. 기본 게임으로부터 어떻게 새로운 

게임을 만들 수 있는 지를 살펴보면서 지도할 수 있는 방법과 추

가로 필요한 내용들에 대해 연구해 봅시다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1.(지식과 이해의 측면) 주사위 윷놀이의 게임 규칙을 이해하고 확률(가능성) 판단을 
이용하여 게임의 승리전략을 찾을 수 있게 됩니다.

2.(기능적인 측면) 경우의 수와 가르기/모으기를 이용한 두 수(또는 세 수)의 합과 차,
곱, 그리고 나눗셈에서의 몫과 나머지 등을 연습하게 됩니다.

3.(수학적 사고의 측면) ‘What if not?'와 ‘What if ~not?'이라는 전략을 활용한 창의적
인 윷놀이 게임을 만들고 평가할 수 있게 됩니다.

4.(태도와 의지의 측면) 게임의 규칙을 통해 준법정신의 필요성을 느끼고 승리전략이
나 새로운 수학 문제를 찾아보려는 태도를 갖게 됩니다.

5.(학습지도의 측면) 이상의 학습목표를 학생들도 성취할 수 있도록 지도하는 방법과 
수업에서 활용할 수 있는 몇 가지 소재를 배우게 됩니다.
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학습 내용

1. 'What if~(not)'전략에 따라 <기본 주사위 윷놀이> 변형하기 

지난 시간에 체험했던 주사위 윷놀이는 'What if~(not)' 전략에 따라 주사위의 개수나 모양(나오는 

수), 게임의 조건이나 규칙, 계산 방법, 승리방식, 말판의 모양 등을 수정, 변경하면서 자신의 수준에 맞

게 놀이를 재구성할 수 있는 여지가 많아 수학 수업에서 다양하게 활용할 수 있는 Re-Creation 수학에 

적합한 놀이입니다. 그 플래시 게임은“두 정육면체의 주사위의 눈을 합한 값만큼 말을 진행하여 4개의 

말이 먼저 나오는 사람이 이긴다.”는 기본 주사위 윷놀이 게임을 변형한 것인데 오늘 우리는 지난 시

간의 활동을 회상하면서 'What if~(not)' 전략에 따른 각 질문에 따라 변형 가능한 게임을 먼저 생각해 

봅시다. 그리고 나서  (예시) 아이콘을 눌러 가능한 답안을 확인해 봅시다.

<기본 주사위 윷놀이> 윷놀이 말판에 두 정육면체의 눈의 합만큼 말을 움직여가며 3개

의 말이 먼저 나오는 사람이 이긴다.

(1) 왜 덧셈만 하지? 뺄셈이 더 유리할 때는 뺄셈도 할 수 있도록 하면 어떨까?

(예시) 주사위의 눈이 5와 3이 나왔을 때: 5+3=8 또는 5-3=2에서 자신이 유리한 칸 수만큼 움직일 수

있도록 선택할 수 있다. 곱셈도 가능하며 나눗셈의 경우는 ‘몫 + 나머지’만큼 진행하도록 할 수도 있

다.

(2) Back Do(빽도)처럼 뒤로 가는 경우는 없을까?

(예시) 주사위의 눈이 5와 3이 나왔을 때 처럼 3-5를 계산하여 뒤로 두 칸 물러나거나, 3칸 앞으로 간

뒤 5칸을 뒤로 갈 수도 있지만, 계산값이 -1이 되는 경우에 한해서만 한 칸을 뒤로 물러날 수 있게

한다.

(3) 주사위의 모양이나 개수, 종류를 바꾸면 어떨까?

(예시) 3개의 주사위를 던져서 계산하거나 정다면체 주사위를 사용할 수도 있다. 사칙계산(+, -, x, ÷)과 부등호(>)

가 적힌 연산 주사위를 하나 더 넣고 부등호의 경우는 가장 큰 수 또는 가장 작은 수 중 자신에게 유리한 한 수만

선택할 수도 있고 자신이 자유롭게 계산할 수도 있다. 연산주사위는 일부만 주거나 주어진 것만 사용할 수 있다.

(4) 규칙 중에 ‘역전 대박 찬스’라는 보너스나 함정을 사용할 수 있도록 하면 어떨까?

(예시) 주사위를 던지기 전에 자신이 예상한 수들을 말하고 그것이 정확히 나왔을 때는 상대 팀의 말과

우리 팀 말의 위치를 하나씩 바꿔 놓을 수 있다. 더블이 나오면 나의 말과 상대방의 말의 위

치를 바꾸어 놓을 수도 있고, 트리플이 나오면 남아있는 상대방의 모든 말은 아웃되게 하거나, 남아

있는 내 말을 모두 가운데 칸에 ‘몰빵’ 할 수 도 있다. 가운데 칸에 들어가면 무인도처럼 특정한

값(예를 들어, 3)이 나올 때까지 쉬어간다.

(5) 빨리나오는 승리 방법을 점수제로 바꿀 수는 없을까?

(예시) Home까지 4칸이 남았을 때 10이라는 수가 나왔으면 그 말은 6점을 얻는다. 그러면 모든 말이

먼저 나오는 팀보다 점수의 합이 많은 팀이 승리할 수도 있다.
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2. 주사위 윷놀이 활동 차시 계획 

차시 단계 활동계획 지도전략/유의점
관련 

다중지능
비고

1

생각
열기

- 전통 윷놀이 경험 회상
- 남들이 만들어 놓은 게임을 
즐기기만 했는데 이제 우리는 
지식의 소비자가 아닌 지식의 
생산자가 될 준비

- 윷놀이는 운과 함께 
말을 놓는 전략에 따라 
결정되는 전략게임임을 
상기

․ 언어적
․ 개인내

윷놀이를 
하는 모습

기본활동

- 기본 주사위 윷놀이로 게임 해보
기
- 전통 윷놀이와의 공통점, 차
이점 비교

- 말판이나 도구는 다르
지만 윷놀이와 유사한 
방법으로 진행하도록 
함.

․ 논리적
․ 신체적
․ 대인관계

놀이판, 주사위, 
말(큐브)

2

문제해결
활동1

- 두 주사위 눈의 합과 차 중
에서 가장 자주 나오는 값 구
하기
(개인 경험, 집단 실험, 이론상
으로 경우의 수와 확률 계산)

- 전통 윷놀이와 같은 
점이나 다른 점을 비교
할 때 형식보다는 종합
된 수학적 안목을 강조 

․ 논리적
․ 개인내

활동지

문제
해결
활동2

- 모둠별로 변형된 주사위 윷놀
이 만들기

- what if?/what if 
not?의 전략을 이용한 
변형 주사위 윷놀이 개
발
- 설계도와 평가기준을 
참고하여 단순 흥미보
다는 수학적인 개념이 
반영된 게임에 주목하
도록 함.

․ 논리적
․ 개인내

설계도

평가
기준표

3

확장
하기

- 모둠별로 변형한 놀이 발표
- 학생 상호 동료평가 실
시

․ 논리적
․ 언어적

평가표

정리
활동

- 수업내용 정리하기
- 프로젝트 안내

- 우리도 새로운 게임을 
만들 수 있다는 자신감
을 갖도록 격려

․ 논리적
․ 개인내
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1.(기본형) 문제를 풀어 봅시다.

※ 1부터 6까지 적힌 두 주사위를 던져서 나온 눈의 합과 차를 각각 구해 봅시다.

1) (개인 경험을 떠 올려 봅시다.) 가장 자주 나오는 수는 무엇이었나요?

합 차

2) (학급 전체를 대상으로 조사해 봅시다.) 가장 자주 나오는 수는 무엇인가요?

합 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 계

개인별

경험 확인

다시

던졌을 때

차 0 1 2 3 4 5 계

개인별

경험 확인

다시

던졌을 때

3) (계산으로 알아봅시다.) 아래 표의 각 칸에 A, B 두 주사위 눈의 합과 차를 채우면서 

가장 자주 나오는 값은 각각 무엇인지 구하시오. 그리고 그 값들이 나올 확률을 구하

시오.

B

주

사

위

6

5

4

3

2

1

두
주사위
눈의
합

1 2 3 4 5 6

A 주사위

B

주

사

위

6

5

4

3

2

1

두
주사위
눈의
차

1 2 3 4 5 6

A 주사위
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2.(심화형) 문제를 풀어 봅시다.

※ 1부터 6까지 적힌 3개의 주사위를 던져서 나온 눈의 수를 모두 합한다고 합시다.

1. (개인 경험을 떠 올려 봅시다.) 가장 자주 나오는 수는 무엇이었나요?

2. (학급 전체를 대상으로 조사해 봅시다.) 가장 자주 나오는 수는 무엇인가요?

세 수의 합 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 계

개인별 경험

확인

다시 던졌을 때

3. (계산으로 알아봅시다.) A, B 두 주사위 눈의 합을 채워보았던 앞의 표를 이용하여 A,

B, C 세 주사위 눈의 합으로 가장 자주 나오는 경우의 값을 구하고 각 값들이 나올 

확률을 계산하여 봅시다.

세수의 합 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 계

경우의 수

확률

Think+ 위의 표들을 쉽고 빠르게 채울 수 있는 방법 또는 규칙을 찾아봅시다.
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3. 주사위 윷놀이를 활용한 활동에 대한 해설

교육활동 안내 Guide

�   주사위를 던져 나온 눈의 합(또는 차)으로 가장 자주 나왔다고 생각하는 값을 조사해 본다.

�   각자 주사위를 한 번씩 더 던지도록 하여 나온 눈의 합(또는 차)을 조사해 본다.

�   표를 이용하여 이론적인 값을 계산해 본다.

�   경험적인 값과 이론적인 값의 차이를 생각하고 토론해 보도록 한다.

생각 더하기 Question

�   조사결과에 따르면 (학급에서 나온 실제 값)★ 이 가장 많이 나왔는데 한 번씩 더 던져도 그럴까?

�   표 안에 계산 값을 빠르고 쉽게(규칙적으로) 적는 방법이 있나?

�   혼자 100번을 던져 얻은 결과와 20명이 5번씩 던져 얻은 결과가 크게 다를까?

정보 더하기 Information

�   놀이를 하면서 경험한 수를 표로 적은 다음, 개인별로 한번씩 더 던진 결과를 표로 수집한다.

마지막 칸의 계는 같아야 동일하게 비교할 수 있다. 표를 만들어 보면 가장 자주 나오는 눈은 대

각선에 위치한 7(또는 0)임을 알 수 있다. 다른 값들은 7(또는 0)을 중심으로 좌우로 대칭을 이루

고 있다.

B

주

사

위

6 7 8 9 10 11 12

5 6 7 8 9 10 11

4 5 6 7 8 9 10

3 4 5 6 7 8 9

2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7

두
주사위
눈의
합

1 2 3 4 5 6

A 주사위

B

주

사

위

6 5 4 3 2 1 0

5 4 3 2 1 0 1

4 3 2 1 0 1 2

3 2 1 0 1 2 3

2 1 0 1 2 3 4

1 0 1 2 3 4 5

두
주사위
눈의
차

1 2 3 4 5 6

A 주사위

활동 더하기 Activity

�   (심화) 3개의 정육면체를 더한 값의 모든 경우의 수와 확률 구하기

세수의 합 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 계
경우의 수 1 3 6 10 15 21 25 27 27 25 21 15 10 6 3 1 216

확률 1/
216

3/
216

6/
216

10/
216

15/
216

21/
216

25/
216

27/
216

27/
216

25/
216

21/
216

15/
216

10/
216

6/
216

3/
216

1/
216

216/
216

�   두 개의 주사위를 던져 나온 표를 바탕으로 2부터 12까지의 수가 나오는 경우에다 세 번째 

C주사위의 눈이 1일 때부터 6일 때까지를 하나씩 추가하면서 합하면 된다. 예를 들어, 세 수의 

합이 10인 경우는 세 번째 주사위가 1부터 6까지 나올 수 있으므로 두 주사위로 9부터 3까지 

나왔던 경우를 모두 합한 4+5+6+5+4+3=27가지이다. 모든 경우들의 확률의 합은 1이다.
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3. 우리는 이렇게 바꾸었어요!

다음 쪽의 [평가기준]을 참고하면서 우리들만의 새로운 놀이를 만들어 봅시다.

우리가 만든 놀이의 이름 : _____________ 누구누구랑: _________________________

놀이의 이름

대상 내용
우리는 이렇게 정했어요.

기본 게임
심화 또는

보충

주사위

어떤 모양(눈의 수)을

몇 개 사용하는가?

주사위 눈을 계산하는

방법은?

보너스 찬스는 언제?

말을

옮기는

규칙

말의 개수는 몇 개?

말을 옮기는 규칙은?

함정이나 보너스 칸을

만들까?

이기는

방법

먼저 나는 것으로

할까?

점수로 계산할까?

점수 계산 방법

기타

(우리 모둠에서 가장 핵심적인 것?) 무언가 색 다른 것이 없을까?

Think+ 가장 핵심적인 것에 초점을 맞추어 우리가 만든 게임의 이름을 만들어 봅시다.
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4. 다른 친구들의 좋은 아이디어 평가하기

다른 친구들이 만든 윷놀이를 평가해 봅시다.

[아래의 평가 내용을 수정하거나 추가할 수도 있습니다.]

모
둠

평  가   내  용
좋은 
점/
아쉬
운 점

내용 독창성 흥미 협동, 시간 발표력 그외

총 점
수학적인 
내용을 
포함한 

아이디어임

아이디어가
신선하고  
독창적임.

재미가 있음

협동심을 
발휘하여 
완료 
시간을 
지킴

이해하기  
쉽게 
발표함

추가할 평

가 항목:

5 5점 5점 5점 5점 30점

1

2

3

4

5

6

7

8
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교육활동 안내 Guide

� 교사가 ‘What if~?'/ ‘What if~not?' 전략을 사용하여 놀이의 조건이나 규칙, 승리 방법 

등을 바꾼 몇 가지 예시를 설명해 준다.

� 각 모둠별로 새로운 주사위 윷놀이를 만들어 발표한다. 발표할 때는 기본적인 설명을 칠

판에 미리 적어놓은 다음 핵심적인 부분만 강조하여 설명한다.

� 다른 모둠이 만든 새로운 주사위 윷놀이를 상호 평가한다.

생각 더하기 Question

� 왜 더 하기만 할까? 뺀 값만큼 뒤로 옮겨 가도록 하면 어떨까?

� 말을 옮길 때 모두 더한 만큼 간다든지, 빨간색 주사위끼리는 더하고 파란색 주사위는 

뺀다는 식으로 고정된 한 가지 규칙대로만 움직이는 것보다 세 수를 가지고 특정한 연

산은 반드시 사용하면서 나머지는 자유롭게 계산할 수 있다는 것과 같이 말의 위치에 

따라 여러 가지 가능한 경우에서 자신에게 더 유리한 방법을 선택할 수 있도록 해 보

자.

� 우리 모둠의 작품에서 가장 중요한 것은 무엇인가? 어떤 수학적인 아이디어가 들어있나?

그런 중요함과 강조점이 드러나도록 우리 모둠의 놀이 이름을 지어보자.

� 다시 만든다면 어떠한 점을 개선할 것인가?

정보 더하기 Information

‘모든 경우의 수에 대한 해당 사건이 일어날 경우의 수의 비율’을 확률이라 한다.

모든 경우의 수

그 사건이 일어날 경우의 수
어떤 사건의 확률 =

[약속하기] 

활동 더하기 Activity

� 모든 아이디어는 계속 다듬어져야 한다. 즉, 우리가 만든 주사위 윷놀이 역시 좀 더 개

선할 점이 많다. 다른 모둠의 작품에 대한 상호 평가가 이루어지도록 지도한다.

� 모둠이 만든 작품 발표 시 자기의 다중 지능을 살려 발표할 수 있도록 지도한다.

Think+ 각 모둠의 작품에서 가장 핵심적인 부분은 무엇이며 작품명을 무엇이라고 지을 것인가?
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 학습 정리

1. 주사위 윷놀이를 할 때, 

   저학년생에게는 실제 말을 움직일 때 일일이 칸 수를 세지 않고 단번에 옮겨가도록 요구하면서 10칸과 5칸

으로 이루어진 말판의 구조를 파악하여 수의 분해와 결합을 더 생각해보도록 할 수 있고,

   고학년생에게는 각 말의 원활한 이동과 상대방의 말 잡기, 그리고 득점을 높이기 위해 앞으로 나올 주사위 

눈 계산값의 확률(가능성)을 세밀히 고려하고 전략적인 접근을 모색하도록 강조하고 격려해 주어야 한다.

2. 주사위 윷놀이를 할 때 숫자주사위에서 얻은 수와 연산이 이미 정해져 있는 계산연습보다는 숫자주사위에서 

얻은 수들만 가지고 자유계산을 하도록 하면 말이 놓인 위치에 따라서는 잡거나 지름길로 가기 위해 보다 

다양한 경우의 수를 생각하게 할 수 있다.

3. 주어진 조건의 놀이에만 그치지 않고 기본 게임을 ‘What if? / What if ~not?의 전략을 이용하여 다양한 

변형 주사위 윷놀이를 개발해 보도록 요구하고 학생들이 만든 주사위 윷놀이 산출물의 작품에 대한 상호 평

가를 통해 서로의 아이디어를 공유하도록 지도한다.

4. 모둠별 산출물을 발표할 때는 모둠별 활동 내용을 칠판에 요약해 두고 핵심내용만 설명하면서 토론하도록 

한다.
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[ ]

1. 사용할 플래시 말판
2. 사용할 정다면체 주사위의 종류(6, 8, 12, 20면체)와 개수(2개, 3개)를 선택
3. 팀별 3개씩의 원형 색깔 말

[게임의 규칙(방법)]

1. ‘점수기록판’에서 게임자1이 주사위의 개수[2개 또는 3개]와 주사위의 종류[정사각형(정6면체), 정삼각
형(정8면체), 정오각형(정12면체)], 계산방법[수동 또는 자동], 승패결정[빨리나오기 또는 큰 점수]을 
선택한다.

2. 게임자1이 먼저 게임을 시작하고 두 게임자가 번갈아 게임을 실시한다.

3. ‘주사위 돌리기’버턴을 눌러 나온 수와 연산을 ‘계산식 만들기’틀로 옮겨서 나온 ‘계산 값’이 나타나
면 그 값을 끌어다 말 위에 올려놓으면 그 수만큼 말을 옮겨 윷놀이판의 해당하는 위치로 옮겨 놓
을 수 있다.(단, 계산값은 반드시 정수여야 한다.)

4. 두 주사위의 눈의 수가 똑같이 나오는 경우(더블)는 1회 더 던질 수 있는 보너스를 얻는다.

5. 상대 팀의 말을 잡게 되면 잡힌 말은 아웃되며, 게임자는 주사위를 1회 더 던질 수 있는 보너스를 
얻는다.(그러나 더블로 말을 잡게 되더라도 보너스의 기회는 1회만 허용한다.)

6. 여러 개의 계산 값으로 한 말을 움직여도 되고 서로 다른 말을 움직여도 된다. 따라서 보너스의 횟
수가 2회이면 기본 횟수를 포함하여 최소 1개에서 최대 3개까지의 말을 옮길 수 있다.

7. 길을 따라 계산값만큼 말을 진행하되 갈림길에 멈추었을 때만 최단 지름길로 방향을 바꿀 수 있다.

그러나 지름길에서 일부러 먼 길로 돌아갈 수는 없다.

8. 같은 팀의 말은 여러 개 겹쳐 업어갈 수도 있다.

9. 무인도에 들어가면 특정한 값(예를 들어, 3)이 나와야만 탈출할 수 있다.

10. 세 주사위의 눈의 수가 모두 같은 경우(트리플)는 빵파레(환호성, 축하 풍선)가 터지면서 윷놀이 판 
위에 놓인 상대팀의 말은 모두 죽는다.

11. 홈으로 들어오는 말을 홈에 옮겨놓으면 10점(또는 홈까지 사용된 칸 수를 제외한 점수)이 주어진다.

업어서 들어오면 각 말의 개수만큼 곱한다.

12. [선택] 계산값이 -1일 때는 뒤로 한 칸 물러갈 수도 있다.(빽도)

[승패의 결정방법]

(선택1, 빨리나오는 방법) 각 말에 10점을 주어 30점을 얻는 팀이 이긴다.

(선택2, 높은 점수가 이김) 각각의 말이 홈을 지나면서 남는 수들의 합이 크면 이긴다.

주사위 윷놀이 변형의 예
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학습 평가

1. ‘주사위 윷놀이’ 지도에 대한 설명 중 가장 옳지 못한 것을 하나 고르시오.

① 주사위를 던져서 나오는 경험적인 값과 이론적인 값은 다를 수 있음을 설명한다.

② 상대 게임자보다 더 많은 점수를 얻기 위해 애를 쓰고 노력하는 것 자체가 이미 

좋은 놀이학습임을 강조한다.

③ 주사위 윷놀이를 변형할 때, 가장 핵심적인 것에 초점을 맞추어 자신들이 만든 

게임의 이름을 만들어 보도록 한다.

④ 학생들이 만든 주사위 윷놀이 산출물의 작품에 대한 상호 평가를 통해 서로의 

아이디어를 공유하도록 지도한다.

⑤ 정팔면체 주사위를 학급 인원들이 모두 각각 두 번씩 던져서 6이 나오는 횟수와 

개인이 학급 인원수의 두 배 수만큼 던져서 6이 나오는 횟수가 거의 비슷할지를 

예상해 보도록 한다.

2. 정육면체 주사위 2개를 던졌을 때 눈의 합으로 가장 자주 나오는 경우의 값과 그 

값이 나올 확률을 각각 바르게 짝지은 것은?

① 6 ,
1
36

② 7,
1
36

③ 6,
1
6

④ 7 ,
1
6

⑤ 7,
7
36

3. 정육면체 주사위 3개를 던졌을 때, 셋 중 두 수가 같은 ‘더블(double)’이 나올 확률

과 세 수가 모두 같은 ‘트리플(triple)’이 나올 확률을 각각 바르게 계산 한 것은?

①
1
6

,
1

216
②

1
6

,
1
36

③
1
36

,
1

216

④
5
36

,
1
36

⑤
5
36

1
216
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04차시: 숫자 볼링 게임

학습 안내

7 8 9 10

4 5 6

2 3

1

본 활동은 볼링게임을 변형해 만든 ‘숫자볼링 게임’입니다.

숫자볼링게임은 스포츠의 일종인 볼링게임의 ‘스트라이크’와 ‘스페어’라는 용어와 득점 

방식은 그대로 활용하지만 각 프레임에서 핀을 쓰러뜨려 점수(스트라이크나 스페어)를 

얻는 방법을 수학적으로 재구성한 것입니다. 볼링대신 주사위를 던져 나온 수와 사칙계

산을 활용하면서 보다 높은 점수를 얻기 위한 상황 판단이 필요한 게임입니다. 놀이의 

조건이나 규칙, 승리방식을 여러 가지 방식으로 변경하면서 자신의 수준에 맞게 창의적

인 놀이로 재구성해 보시기 바랍니다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. (지식과 이해의 측면) 숫자볼링 게임의 규칙과 점수 계산방법을 이해한다.

2. (기능과 활동의 측면) 3～4개의 자연수를 이용한 사칙혼합계산을 할 수 있을뿐만 

아니라 수식 만들기에 대한 직감도 필요함을 느끼게 된다.

3. (수학적 사고의 측면) 점수의 합계를 높이기 위해서는 연속적으로 스트라이크 또는 

스페어의 가능성이 높은 수들을 전략적으로 선택할 필요가 있음을 알게 된다.

4. (태도와 의지의 측면) 게임의 규칙을 통해 개인 준법정신과 단체 협동의 필요성을 

느끼고, 승리전략이나 새로운 수학 문제를 찾아보려는 태도를 갖게 된다.
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학습 내용

1.  볼링 게임

볼링은 일정하게 떨어진 거리에 10개의 핀을 세워 놓고 공을 던져 많은 핀

을 쓰러뜨리는 경기입니다. 기원전 5200년경으로 추정되는 고대 이집트의 유적

에서도 오늘날과 유사한 용구가 사용된 것으로 보아 매우 오래된 역사를 가지

고 있습니다. 오늘날의 볼링은 10프레임을 진행하는 동안 한 프레임에서 최대 2

회씩 공을 던져 핀을 쓰러뜨리되 점수를 계산하는 방식이 매우 독특합니다. 각 

프레임에서 첫 번째 투구에서 10개의 핀을 모두 쓰러뜨리는 것을 스트라이크

(strike)라 하고 두 번째 투구로 10개를 모두 쓰러뜨리는 것을 스페어(spare)라 

하며 스트라이크는 2회, 스페어는 1회의 보너스가 주어져 다음 프레임의 점수를 앞으로 가져와 누적시킬 수 있

습니다. 다시 말해, 스트라이크가 나오면 이후에 나온 두 개의 점수를, 스페어가 나오면 이후에 나온 한 개의 

점수를 현재 프레임에 추가로 합하여 적습니다. 따라서 연속으로 스트라이크를 많이 칠수록 유리합니다. 마지

막 10번 프레임에서는 3회까지 던질 수 있습니다.

2. 볼링게임의 점수 계산 방법 익히기

  앞의 볼링점수판을 참고하여, 다음의 볼링 점수판에 기록될 최종 점수를 계산하여 봅시다.

프레임 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

득점 6 3 5 0 8 9 9
누계 9 14 33 52 72 102 132 162 192 222

 모든 프레임에서 스트라이크를 쳤을 때 한 게임(10프레임)에서 얻을 수 있는 최대점수는 얼마일까요?

[해설] 최대점수를 얻는 경우는 모든 프레임에서 스트라이크를 치는 것으로 이를 ‘퍼펙트게임’이라
고 합니다. 스트라이크는 다음 2회의 점수까지 누적하여 더할 수 있으므로 각 프레임에서의 최대 
점수는 30점입니다. 모든 프레임에서 30점씩 얻게 되면 최대점수는 결국 300점이 됩니다.

 스트라이크와 스페어를 치는 경우의 수가 비슷하다고 할 때, 볼링게임에서 고득점을 올릴 수 있는 효

율적인 방법에는 어떤 것이 있을까요?

[해설] 스트라이크와 스페어를 치는 경우의 수가 비슷하더라도 그 스트라이크가 얼마나 연달아 나오느냐에 
따라 전체 점수는 많이 달라집니다. 아래의 표는 앞의 1번 점수와 비교할 때 10번 프레임이 동일하고 스트
라이크도 4회, 스페어 3회, 오픈이 2회로 동일합니다. 하지만 스트라이크가 나온 직후의 프레임(2번과 4번)

에서의 점수가 좋지 못하여 많은 점수를 누적할 수 없고 이로 인해  전체 점수는 낮아졌습니다.

프레임 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
득점 5 0 6 3 9 9 8
누계 15 20 39 48 68 88 108 128 148 178

Think+ 결국 볼링은 연속으로 스트라이크를 칠 때 보너스 점수가 많아집니다.
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3. 숫자 볼링 게임의 이해 

숫자볼링은 볼링 핀과 공 대신에 3개의 정육면체 주사위를 던져 나오는 세 수를 가

지고 사칙계산을 하여 주어진 시간 안에 1부터 10까지의 수를 만들어 지우는 방식입

니다. 1부터 10까지의 수를 모두 만들면 “스트라이크”이고, 더 이상 만들 수 없을 때

는 주사위를 다시 던져서 나온 세 수로 남아있는 수를 “스페어”처리할 수 있습니다.

7 8 9 10

4 5 6

2 3

1

1) 정육면체 주사위 3개(또는 4개)를 동시에 던져서 나온 수만으로 사칙계산(더하기, 빼기, 곱하기, 나누기)을 

하여 1부터 10까지의 수를 만들어 봅시다. 처음에 던져 나온 수들로 만든 값은 지우세요.

프레임 나온 수 만든 식

1

주사위 3개와 
자유연산  1=

 2=
 3=
 4=
 5=
 6=
 7=
 8=
 9=
10=

처음 나온 세 수
(A, B, C)

스페어용 세 수
(X, Y, Z)

2

주사위 4개와 
자유연산  1=

 2=
 3=
 4=
 5=
 6=
 7=
 8=
 9=
10=

처음 나온 네 수
(A, B, C, D)

스페어용 네 수
(W, X, Y, Z)
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4. 'What if~(not)'전략에 따라 <숫자볼링 게임> 변형하기 

<기본 숫자볼링 게임> 정육면체 3개를 던져 나오는 세 수를 사용하여 1부터 10까지의 수를 만든다.

숫자볼링게임은 'What if~(not)' 전략에 따라 던지는 주사위의 개수나 모양, 게임의 조건이나 규칙, 계산 방법, 승리방식, 한 

게임에 필요한 프레임의 개수 등을 수정 또는 변경할 수 있습니다. 자신의 수준에 맞게 놀이를 재구성할 수 있는 여지가 많

아 수학 수업에서 다양하게 활용할 수 있는 Re-Creation 수학에 적합한 놀이입니다. 

'What if~(not)' 전략에 따른 각 질문에 따라 가능한 해답을 먼저 생각해 봅시다.  그리고 나서 (예시)  아이콘을 눌러 

가능한 답안을 확인해 봅시다.

(1) 왜 정육면체 주사위 3개만 사용하지? 4개라면?

(예시) 정육면체 주사위라도 2개를 사용하여 하나는 1부터 6까지, 다른 하나는 4부터 9까지 적힌 것을 사용할 수도 있습니다.

하지만 보편적으로 1부터 시작하는 주사위를 사용한다고 할때정육면체 주사위 3개에서나오는 1~6까지의 수 3개를 가

지고는 1부터 10까지의 수를 모두 만들기가쉽지않습니다. 따라서네수를 사용하면더쉽게만들 수 있습니다.

(2) 왜 정육면체 주사위만 사용하지? 정팔면체 주사위는?

(예시) 정육면체 주사위는 1부터 6까지만 사용하지만 정4, 8, 12, 20면체의 주사위를 사용할 수도 있습

니다. 정다면체는 아니지만 1부터 10까지 또는 0부터 9까지의 눈이 적힌 십면체 주사위도 가능합니다.

(3) 연산주사위를 추가하면 어떨까?

(예시) 정육면체 주사위 3개인경우는 자유연산을 사용하더라도 1부터 10까지의 수를 모두 만들기가 어려운 반면, 정육면체 주사

위 4개만사용하더라도 자유연산을 사용하면 1부터 10까지의 수를 쉽게만들 수 있어난이도가쉬워집니다. 따라서자

유연산이아니라특정한연산을 반드시 1개또는 2개는 사용하도록 하기위해연산주사위를 추가할 수 있습니다.

(4) 규칙 중에 ‘대박 찬스’라는 보너스를 사용할 수 있도록 하면 어떨까?

(예시) 셋 또는 네 수가 모두 같은 수가 나올 확률은 매우 적지만 그것을 가지고 1부터 10까지의 수를 만들기는 어렵

습니다. 행운의 기회가 오히려 쪽박이 되는 것을 방지하기 위해 주사위를 던지기 전에 3개이상 같은 수가

나올 때는 특정한 수(예를 들어, 13)을 만들 수 있으면 다시 던지거나 스트라이크로 처리합니다.

(5) 왜 사칙계산으로만 제한하는가?

(예시) 볼링게임은 전체 10프레임 중 스트라이크를 연속으로 만들면 더 많은 점수를 얻을 수 있습니다. 이를 활용하기

위해 중간에 자신들이 생각하는 새로운 연산 규칙을 만들어 그 연산으로 1부터 10까지의 수를 만들 수도 있습

니다.

(6) 왜 1부터 10까지의 수만 만들어야 하는가?

(예시) 당연히 10보다 더 큰 수가 적힌 볼링핀을 세워 놓아도 되고 볼링핀의 개수도 10개보다 더 늘려도 됩

니다.
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주사위 사용
방법

(각 프레임임을
눌러 사용하는
주사위의 개수와
계산방법을
확인하시오.)

주사위 3개와 자유연산 주사위 4개와
자유연산

주사위 4개와
반드시 (×)포함

주사위 4개와
반드시 (+,-)포함

4개와
(×) 사용불가

1프레임 2프레임 3프레임 4프레임 5프레임

5. 숫자볼링게임

프레
임 나온 수 만든 식 프레

임 나온 수 만든 식

1

주사위3개

와

자유연산

1=

2=

3=

4=

5=

6=

7=

8=

9=

10=

2

주사위4개와

자유연산

1=

2=

3=

4=

5=

6=

7=

8=

9=

10=

처음 나온 
세 수

(A, B, C)
(A, B, 
C, D)

스페어용 세 
수

(X, Y, Z)
(W, X, 
Y, Z)

3

주사위4개

와

(×)포함

1=

2=

3=

4=

5=

6=

7=

8=

9=

10=

4

주사위4개와

(+,-)

포함

1=

2=

3=

4=

5=

6=

7=

8=

9=

10=

(A, B, 
C, D)

(A, B, 
C, D)

(W, X, 
Y, Z)

(W, X, 
Y, Z)

5

주사위3

개와
자유연산

1=

2=

3=

4=

5=

6=

7=

8=

9=

10=

1=

2=

3=

4=

5=

6=

7=

8=

9=

10=

1=

2=

3=

4=

5=

6=

7=

8=

9=

10=

(A, B, C)

(X, Y, Z)

(A, B, C)

★ 모둠별 숫자볼링게임 기록지

주의: 각 프레임별로 5분 안에 스페어까지 처리해야 하므로 스트라이크가 잘 안 나올 때 스트이크를 위
해 더 많은 시간을 사용할지 스페어용 주사위를 던질지를 결정해야 합니다.
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학습 정리

1. 숫자볼링은 볼링 핀과 공 대신에 3개의 정육면체 주사위를 던져 나오는 세 수를 가지고 사칙계산을 

하여 주어진 시간 안에 1부터 10까지의 수를 만들어 지우는 방식으로 진행하므로 빠르고 정확한 사

칙혼합 계산능력이 필요합니다. 그러나 주어진 계산식을 잘 구하는 사람도 주어진 답을 만족시키는 

식을 직접 만들어 내는 것이 얼마나 어려운지를 느낄 수 있습니다. 이를 통해 계산능력뿐만 아니라 

수식에 대한 직감적인 능력도 필요함을 알게 됩니다.

2. 숫자볼링은 단지 계산만으로 끝나서는 안 됩니다. ‘What if ~(not)?'의 방법으로 주사위의 개수나 모양을 

변경하면서 연산의 개수와 종류를 제한한다든지, 독특한 방법의 계산도 허용하면서 볼링핀의 개수나 프레임의 

수도 조정하면서 응용이 가능한 놀이입니다. 특히 보다 높은 점수를 얻기 위해 어떤 새로운 조치가 필요한지

를 판단하면서 자신의 수준에 맞게 놀이를 재구성할 수 있는 여지가 많아 수학 수업에서 다양하게 활용할 수 

있는 Re-Creation 수학에 적합한 놀이입니다.

3. 예를 들어, 각 프레임별로 시간제한(예를 들어, 5분)을 두면 그 시간 안에 스페어까지 처리해야 하므로 스트라

이크가 잘 안 나올 때 스트라이크를 위해 더 많은 시간을 사용할지 시간이 모자라 미스처리를 할지 또는 스페

어용 주사위를 던질지를 결정해야 하므로 긴장감을 높일 수 있고 더 많은 생각을 하게 됩니다. 시간이 적을 

때는 프레임의 수를 줄이거나 4~6인의 모둠별로 진행하면서 한 명이라도 그 식을 만들면 성공한 것으로 인정

하는 방식으로 변형할 수 있습니다.

학습 평가

1. 볼링과 숫자볼링게임에 대한 설명 중 가장 옳지 못한 것을 하나 고르시오.

① 숫자볼링게임은 볼링과 혼합사칙계산을 응용한 게임이다.

② 볼링은 10프레임을 기본으로 구성하며 개인별 최대 점수는 300점이다.

③ 숫자볼링게임도 볼링과 마찬가지로 10프레임을 기본으로 하며 모든 프레임에서 

스트라이크를 치는 퍼펙트게임의 경우 300점을 만점으로 한다.

④ 숫자볼링게임은 식의 값을 계산하기 보다는 원하는 값을 얻기 위한 계산식을 만

드는 과정이므로 가역적 사고와 수 감각, 계산감각이 뛰어난 사람에게 유리하다.

⑤ 'What if~(not)'전략에 따라 주사위의 모양이나 개수 변형, 계산방법 변형, 볼링핀

의 개수 변형 등으로 숫자볼링게임을 다양하게 재구성할 수 있다.

2. 다음 중 정육면체 주사위 3개(A, B, C)를 사용하는 숫자볼링게임의 기본 계산법으로 

스트라이크를 칠 수 있는 경우는?

① (1, 2, 4) ② (1, 2, 5) ③ (1, 3, 5) ④ (2, 3, 5) ⑤ (2, 4, 7)

3. (2, 4, 12)의 수와 (+, ÷)의 두 연산만 가지고 만들 수 있는 자연수 중에서 가장 큰 값

과 가장 작은 값을 순서대로 바르게 짝지은 것은?

① 2, 4 ② 3, 8 ③ 2, 10 ④ 3, 10 ⑤ 5, 10
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학습 안내

본 활동은 지난 시간에 학습한 ‘숫자볼링게임’을 통

해 사칙혼합계산의 수식 만들기를 지도하는 방법을 

탐구해 보는 시간입니다.

숫자볼링게임은 스포츠의 볼링게임에 ‘What if

~(not)'전략을 적용하여 볼링대신 대신 주사위를 던

지면서 1부터 10까지 쓰인 핀의 값을 직접 만들어 

지워나가면서 주어진 값을 만들어 내어야 하므로 일

종의 계산용 게임으로 볼 수도 있습니다. 하지만 주

어진 수식을 계산하는 것이 아니라 주어진 답에 적

합한 수식을 직접 만들어야 하므로 창의적인 수식 만들기 게임이고 

높은 점수를 얻기 위해서는 시간 내에 스트라이크를 잡을지 스페어처

리를 할지를 결정해야 하는 전략적 게임이기도 합니다. 기본 게임으

로부터 어떻게 새로운 게임을 만들 수 있는 지도 살펴보면서 지도 방

법을 연구해 봅시다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. (지식과 이해의 측면) 숫자볼링 게임의 규칙과 점수 계산방법을 이해합니다.

2. (기능과 활동의 측면) 3～4개의 자연수를 이용한 사칙혼합계산을 할 수 있을 뿐만 

아니라 수식 만들기에 대한 직감도 필요함을 느끼게 됩니다.

3. (수학적 사고의 측면) 점수의 합계를 높이기 위해서는 연속적으로 스트라이크 또는 스

페어의 가능성이 높은 수들을 전략적으로 선택할 필요가 있음을 알게 됩니다.

4. (태도와 의지의 측면) 게임의 규칙을 통해 개인 준법정신과 단체 협동의 필요성을 

느끼고, 승리전략이나 새로운 수학 문제를 찾아보려는 태도를 갖게 됩니다.

5.(학습지도의 측면) 이상의 학습목표를 학생들도 성취할 수 있도록 지도하는 

방법과 수업에서 활용할 수 있는 몇 가지 소재를 배우게 됩니다.
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학습 내용

1. 'What if~(not)'전략에 따라 <숫자볼링 게임> 변형하기 

<기본 숫자볼링 게임> 정육면체 3개를 던져 나오는 세 수를 사용하여 1부터 10까지의 수를 만든다.

  숫자볼링게임은 'What if~(not)' 전략에 따라 던지는 주사위의 개수나 모양, 게임의 조건이나 규칙, 계산 방법, 승리방식, 한 게

임에 필요한 프레임의 개수 등을 수정 또는 변경할 수 있습니다. 자신의 수준에 맞게 놀이를 재구성할 수 있는 여지가 많아 수학 수

업에서 다양하게 활용할 수 있는 Re-Creation 수학에 적합한 놀이입니다.  'What if~(not)' 전략에 따른 각 질문에 따라 가능한 

해답을 먼저 생각해 봅시다.  그리고 나서  (예시)  아이콘을 눌러 가능한 답안을 확인해 봅시다.

(1) 왜 정육면체 주사위 3개만 사용하지? 4개라면?

(예시) 정육면체 주사위라도 2개를 사용하여 하나는 1부터 6까지, 다른 하나는 4부터 9까지 적힌 것을 사용할 수도 있습니다.

하지만 보편적으로 1부터 시작하는 주사위를 사용한다고 할때정육면체 주사위 3개에서나오는 1~6까지의 수 3개를 가

지고는 1부터 10까지의 수를 모두 만들기가쉽지않습니다. 따라서네수를 사용하면더쉽게만들 수 있습니다.

(2) 왜 정육면체 주사위만 사용하지? 정팔면체 주사위는?

(예시) 정육면체 주사위는 1부터 6까지만 사용하지만 정4, 8, 12, 20면체의 주사위를 사용할 수도 있습

니다. 정다면체는 아니지만 1부터 10까지 또는 0부터 9까지의 눈이 적힌 십면체 주사위도 가능합니다.

(3) 연산주사위를 추가하면 어떨까?

(예시) 정육면체 주사위 3개인 경우는 자유연산을 사용하더라도 1부터 10까지의 수를 모두 만들기가 어려운 반면, 정육면체 주

사위 4개만사용하더라도 자유연산을 사용하면 1부터 10까지의 수를 쉽게만들 수 있어 난이도가 쉬워집니다. 따라서

자유연산이아니라특정한연산을 반드시 1개또는 2개는 사용하도록 하기위해연산주사위를 추가할 수 있습니다.

(4) 규칙 중에 ‘대박 찬스’라는 보너스를 사용할 수 있도록 하면 어떨까?

(예시) 셋 또는 네 수가 모두 같은 수가 나올 확률은 매우 적지만 그것을 가지고 1부터 10까지의 수를 만들기는 어렵

습니다. 행운의 기회가 오히려 쪽박이 되는 것을 방지하기 위해 주사위를 던지기 전에 3개이상 같은 수가

나올 때는 특정한 수(예를 들어, 13)을 만들 수 있으면 다시 던지거나 스트라이크로 처리합니다.

(5) 왜 사칙계산으로만 제한하는가?

(예시) 볼링게임은 전체 10프레임 중 스트라이크를 연속으로 만들면 더 많은 점수를 얻을 수 있습니다. 이를 활용하기 위해

중간에 자신들이 생각하는 새로운 연산 규칙을 만들어 그 연산으로 1부터 10까지의 수를 만들 수도 있습니다.

(6) 왜 1부터 10까지의 수만 만들어야 하는가?

(예시) 당연히 10보다 더 큰 수가 적힌 볼링핀을 세워 놓아도 되고 볼링핀의 개수도 10개보다 더 늘려도 됩니다.

  이처럼 기존의 숫자볼링 게임을  'What if~(not)' 전략에 따라 주사위의 개수나 모양을 바꿀 수도 있고, 새로운 주사

위를 추가하거나 볼링핀을 추가할 수도 있습니다. 사칙계산 게임이지만 특정한 연산의 사용을 제한하거나 반드시 사용하

도록 할 수도 있으며 게임자의 능력이나 독특한 발상에 따라 사칙계산 이외의 연산이나 소수점을 사용할 수도 있습니다.  
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2. 숫자볼링게임 활동 차시 계획 

차시 단계 활동계획 지도전략/유의점
관련 

다중지능
비고

1

생각
열기

- 볼링게임에 대한 개인별 
회상

- 볼링의 용어와 점수 계산
방법 이해

- 볼링은 연속적인 스트라
이크 또는 스페어를 칠수
록 더 높은 점수를 받음.

․ 언어적
․ 개인내

기본
활동

- 주사위 3개(4개)와 자유연
산을 사용하여 숫자볼링게
임의 점수 계산법 익히기
(1프레임, 2프레임 연습)

- 주사위를 3개만 사용하면 
스트라이크는 거의 나오지 
않고 4개를 사용하면 너무 
자주 나오므로 적정선 탐색

․ 논리적
․ 대인관계
․ 개인내

활동판
주사위

2

문제
해결
활동
1

- 숫자볼링(모둠별) 게임하기 
- 높은 점수를 얻기 위해 7프
레임은 모둠별로 논의하여 
정함.

- 설계도와 평가기준을 참
고하여 다른 모둠이 생각
지 못하는 독특한 방법으
로 계산하도록 함.

․ 논리적
․ 대인관계
․ 개인내

활동지

문제
해결
활동
2

- 반드시 스트라이크를 칠 
수 있는 세 수 또는 네 수 
찾기

- 수업 진행 시간에 따라 시
간이 부족할 경우는 8-9프
레임은 생략할 수 있음.

- 세 수로 스트라이크를 칠 
수 있는 경우는 1, 2, 4
뿐인데 왜 그런지를 탐구

․ 논리적
․ 대인관계
․ 개인내

설계도
평가기준표

3

확장
하기

- 모둠별 상호 검토
- 모둠별로 변형한 놀이 발
표

- 학생 상호 동료평가 실시
․ 논리적
․ 언어적

평가표

정리
활동

- 수업내용 정리하기

- 다음 주에는 이미 배운 
놀이들을 재구성해도 되지
만  기존에 알고 있던 놀
이 중에 재구성할 거리를 
생각해 오도록 함.

․ 논리적
․ 개인내
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프레임 나온 수 만든 식 점수

1

주사위 3개와 
자유연산

 1= (6÷3)-1 2= (6-3)-1 3= (6-3)×        (6×1)-3 4= (6-3)+1 5= 6=   “더 이상 불가” 7= 8= (6+3)-1 9= (6+3)×1       (6×1)+310= (6+3)+1

 
 6=(2×5)-4
 7=(4+5)-2

처음 나온 세 수:
(1, 3, 6)

스페어용 세 수:
(2, 4, 5) 7 2

2

주사위 4개와 
자유연산

 1=(6-4) - (2-1) 2=(6-4) × (2-1) 3=(6-4) + (2-1) 4=(6-4) × (2*1) 5=(6-4) + (2+1) 6=(6-4) ×(2+1) 7=(6+4) - (2+1) 8=(6+4) - (2*1) 9=(6+4) - (2-1)10=(6+4) ×(2-1)

처음 나온 네 수:
(1, 2, 4, 6)

스페어용 네 수:

3. 1차시 활동

표에서 만든 수식들처럼 두 수의 합, 차, 곱, 몫만을 가지고 연산의 위치를 바꾸기만 
해도 1부터 10까지의 수를 쉽게 만들 수 있습니다. 하지만 이는 학생들이 발견해야 할 것
이지 가르칠 것은 아닙니다. 수를 조직하여 수식을 만드는 방법에 대한 감각은 단순히 계
산만 잘 하는 것보다 더 중요합니다.

� 4. 숫자 볼링 게임(모둠별 대결) 하기 
수업의 시간을 절약하기 위해 개별 게임보다는 4인 또는 6인 1조의 모둠별로 진행하

여 다른 팀과 경쟁합니다. 주사위를 3개 던져 나온 수를 가지고 모둠원 중 어느 누구 

한 명이라도 1부터 10까지의 수를 만들면 공용 기록지에 표시하고, 시간이 너무 많이 

걸린다고 생각하면 스트라이크 또는 스페어처리를 못하더라도 다음 프레임으로 넘어갈 

수 있습니다. 전체 게임 시간(40분)안에 더 많은 프레임으로 진행하거나 스트라이크 또

는 스페어를 많이 하여 높은 점수를 얻는 팀이 이깁니다. 따라서 팀원들이 역할을 잘 

분담하면서 시간을 단축할 필요가 있습니다.

※ 시간 점수: (수업시간에 따라 5프레임까지만 게임을 실시하거나 10프레임까지 끝나지

않아도 중간에서 종료할 수 있음) 각 프레임당 약 5분의 지정된 시간이 되면 게임 기

록지를 정리하여 가장 빨리 제출한 팀 순으로 30, 20, 15, 10, 5, 3점의 시간 점수를

부여한다. 이런 시간 점수를 미리 공지하면 게임의 진행을 빨리 할 수 있고 대충 계

산하더라도 시간 점수를 얻을지 더 꼼꼼히 계산하여 스페어나 스트라이크를 많이 할

지를 모둠에서 스스로 판단할 수 있다.

※ 제출한 순서대로 게임 기록지를 다른 팀과 바꾸어 계산이 잘못된 곳이 있는지 상호

검토하도록 한다. 상대팀의 계산이 틀린 곳이 발견되면 바르게 고쳐주고, 건당 1점씩

상대팀에서 점수를 빼앗아 올 수 있다.

Think+
어떤 프레임에서 스페어로 표시했다가 나중에 한 식에서 계산이 잘못되었다고 발견되면 그 
프레임에서의 누계는 9점이 아니라 뒷 프레임의 점수를 합산해 놓은 것까지 수정해야 한다. 
따라서 하나의 계산이 잘못되면 많은 점수가 깎인다.
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주사위 사용
방법

주사위
3개와
자유연산

주사위
4개와
자유연산

4개와
반드시
(×)포함

4개와
반드시
(÷)포함

4개와
반드시
(×,÷)포
함

4개와
반드시
(+,-)포
함

자유연산

이외

조별로
정하기

시간이 부족하면
10프레임으로 직행

주사위
3개와
자유연산

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

프레
임
나온
수 만든 식 프레

임
나온
수 만든 식

1

주사위3

개와

자유연산

1=
2=
3=
4=
5=
6=
7=
8=
9=
10=

2

주사위4

개와

자유연산

1=
2=
3=
4=
5=
6=
7=
8=
9=
10=

나온 수

3

주사위4

개와

(×)포함

1=
2=
3=
4=
5=
6=
7=
8=
9=
10=

4

주사위4

개와

(÷)포함

1=
2=
3=
4=
5=
6=
7=
8=
9=
10=

5

4개와

반드시

(×,÷)

포함

1=
2=
3=
4=
5=
6=
7=
8=
9=
10=

6

4개와

반드시

(+,-)

포함

1=
2=
3=
4=
5=
6=
7=
8=
9=
10=

7

조별로

정하기 1=
2=
3=
4=
5=
6=
7=
8=
9=
10=

8

조별로

정하기 1=
2=
3=
4=
5=
6=
7=
8=
9=
10=

9

조별로

정하기
1=
2=
3=
4=
5=
6=
7=
8=
9=
10=

10

주사

위3

개와
자유연산

1=
2=
3=
4=
5=
6=
7=
8=
9=
10=

1=
2=
3=
4=
5=
6=
7=
8=
9=
10=

★ 모둠별 숫자볼링게임 기록지
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모둠별 점수판(종합표)

주사위 사용
방법

3개와
자유연산

4개와
자유연
산

4개와
(×)포함

4개와
(÷)포함

4개와
(×,÷)포
함

4개와
(+,-)포
함

자유연산

이외

조별로
정하기

시간이 부족하면
10프레임으로 직행

3개와
자유연산

종합평가

제출
시간
보너스

교차
검토점
수

종합
순위

1조

프레임 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

득점

누계점수

2조

프레임 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

득점

누계점수

3조

프레임 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

득점

누계점수

4조

프레임 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

득점

누계점수

5조

프레임 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

득점

누계점수

6조

프레임 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

득점

누계점수

[확인] 우승 팀과 꼴지 팀의 점수판을 비교해 보면서 고득점을 얻기 위한 방법(전략)을

추측해 봅시다.
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숫자볼링 게임을 활용한 활동을 위해서는 아래의 내용을 고려하면서 이를 응용하

여 진행할 수 있습니다.

교육활동 안내 Guide

수업 시간에 여유가 없을 때는 4~6인의 팀원들이 각자 만든 것을 모아 팀별로 완성하면

된다. 각 팀에게 숫자볼링게임 기록지를 한 장씩 더 복사해서 나누어 주고 개인이 만든

값들을 ‘모둠별 기록지’ 한 장에 모아서 제출하도록 한다.

숫자볼링 게임의 이해를 위해 개인적으로 연습해 본 값들을 팀별로 모아 1, 2프레임에

적는다.

세 수를 사용하면 스트라이크가 거의 나오지 않고 네 수를 사용하면 스트라이크가 너무

쉽게 나오므로 적당한 난이도를 유지하기 위해 3~6프레임에서는 한 두 개씩의 지정된

연산을 반드시 사용하도록 한다.

7~9번 프레임에서는 자유연산 이외에 팀별로 어떤 연산을 사용할지를 정하도록 하며 각

팀에서 생각해낸 방법이 다른 모둠에서 사용하지 않은 것이라면 10점의 보너스를 준다.

시간 내에 완성하려면 팀원들 간의 역할분담(팀웤)과 순발력이 필요하다.

각 모둠별 점수판(종합표) 틀을 칠판에 미리 적어놓고 학생들이 나와서 적도록 한다.

8~9번 프레임은 시간이 모자라면 건너뛰어도 무방하다. 이때는 8~9번 프레임은 없는 것

으로 생각하고 8개 프레임 240점을 만점으로 계산하면 된다.

8~9번 프레임까지 하는 경우는 학생의 수준에 따라 거듭제곱이나 음수, 제곱근 또는 계

승(!) 등 자신이 알고 있는 수의 계산 방법을 사용할 수 있지만, 반드시 다른 학생들에

게 그 해법을 설명하고 동의를 얻도록 한다.

생각 더하기 Question

내가 잘못 계산한 한 곳이 어떤 영향을 줄까? 예를 들어, 한 프레임에서 스트라이크를

쳤다고 생각했는데 그 계산이 틀렸다면 점수 계산이 어떻게 변할까?

==> 아래 점수표는 2번 프레임에서 스트라이크를 쳤다고 했던 곳에 오류가 있어 9점으

로 고치면서 22점의 점수차를 가져오게 된다.

1 2 3 4 5
7 8 0

20 50 78 96 104 →

1 2 3 4 5
7 9 8 0

19 28 56 74 82

주의: 계산이 한 곳이라도 틀리면 나중에 다른 팀과 교차 검토할 때 벌점을 받아 각 프레

임별 점수뿐만 아니라 스페어나 스트라이크 처리가 안 되어 전체 점수가 급격히 무너질

수 있고 상대팀에게 보너스 점수를 줄 수 있음을 미리 경고해 둔다.
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 ☺�  문제를 풀어 봅시다.
1. 정육면체 주사위 3개로 진행하는 숫자볼링게임에서 (시간의 제한이 없다고 할 때) 반드시 스트라이크

를 칠 수 있는 세 수를 모두 구하시오.

2. 정육면체 주사위 4개로 진행하는 숫자볼링게임에서 (시간의 제한이 없다고 할 때) 반드시 스트라이크

를 칠 수 있는 네 수를 모두 구하시오.

교육활동 안내 Guide

정육면체 주사위 3개 또는 4개를 사용하여 스트라이크를 칠 수 있는 수들을 찾아보도록

한다.

7~9프레임에서 자기 팀이 사용한 독특한 계산 방법이 무엇인지를 발표하고 그것이 어떤

점에서 유리한 지를 토론해 보도록 한다.

만약, 독특한 연산 방법을 사용하였다면 그것을 다른 학생들이 이해할 수 있도록 설명해

주어야 한다.

생각 더하기 Question

� 정육면체 3개를 사용하여 스트라이크를 칠 수 있는 경우는 1, 2, 4뿐이다. (1, 2)만으로

1, 2, 3까지 만들 수 있으므로 다음으로는 4가 필요하다. (1, 4)로는 3, 4, 5의 기본 수를

만들 수 있으므로 여기에 곱하기까지 사용하면 10까지 만들 수 있다. 일정한 간격으로

이루어진 수라야 덧셈과 뺄셈만으로 기본수를 만들 수 있기 때문이다. 만약 팔면체의

세 수를 사용한다면 1, 2, 4를 우선 택하고 이것으로 덧셈과 뺄셈만으로 7까지 빠짐없

이 만들 수 있으므로 다음으로는 8을 택하는 것이 유리할 것이다.

� 정육면체 4개를 사용하여 스트라이크를 칠 수 있는 경우는 많이 있다. 이 경우 넷 중 둘

을 적당히 조절하여 1, 2, 4의 세 수만 만들 수 있으면 되기 때문이다.

Think+ 덧셈과 뺄셈만으로 7까지 빠짐없이 만들 수 있는 세 수는 무엇인가?
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학습 정리

1. 숫자볼링게임을 통해 개인별로 효율적인 수식을 만들어 보는 활동을 하려면 프레임의 수를 줄여야 합

니다. 이 때 숫자볼링게임에서 사칙계산(또는 자유연산)을 할 때 체계적으로 수를 분류하면서 분석, 종

합하는 것이 유리함을 상기하고 기준에 따른 분류하면 좋다는 수학적 생각의 좋은 점을 강조할 필요가 

있습니다.  

2. 하지만 모둠별로 협동하면서 볼링의 고득점 전략인 연속인 스트라이크를 치기 위한 간편하면서도 독특

한 계산법을 자유롭게 만들어 보는 ‘업그레이드 숫자볼링 게임’에 초점을 맞추어도 됩니다. 이 경우 

모둠별 산출물을 평가한 후 다른 모둠을 통해 자기 모둠의 활동을 반성해 보는 것도 매우 유익할 것

입니다.

3. 하나의 주제 활동을 마치고 나면 그 활동에서 익혔던  ‘What if ~ (not)?' 전략을 사용하여 생활 

속에서 여러 가지 게임의 규칙이나 조건을 바꾸어 새롭게 변형해 볼거리가 있는지 찾아보도록 합니다.
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학습 평가

1. 숫자볼링게임을 통한 수식 만들기 지도에서 나타날 수 있는 게임 변형 사례들 중 가

장 부적절한 것을 하나 고르시오.

① 사례 1: ‘What if~(not)'전략에 따라 각 모둠별로 독특한 숫자볼링 게임 방법을 만들

도록 한 뒤 가장 재미있는 방법을 제안한 모둠을 선정하였다.

② 사례 2: 볼링게임의 점수 계산법이 어려워서 각 프레임별로 주사위의 종류나 개수를 

다르게 하면서 옳게 만든 식의 개수만으로 점수를 매기는 단순 계산법을 택했다.

③ 사례 3: 숫자볼링게임의 핀의 개수는 중요하지 않으므로 15개의 핀을 사용할 수는 

있지만 모든 프레임에서 동일하게 1부터 15까지의 수식을 만들 필요는 없으므로 두 

프레임에서만 15개의 핀을 사용하도록 하되 그 두 프레임은 모둠별로 정하도록 했다.

④ 사례 4: 한 자리 자연수만 사용한 수식을 만들 필요는 없다고 하면서 2와 5가 나올 

때를 예를 들어 설명하면서 두 자리 수인 25나 52, 소수인 2.5나 5.2도 사용할 수 있

도록 했다.

⑤ 사례 5: 주사위의 개수를 더 많이 늘려보자는 제안이 있었지만 여분의 주사위가 더 

없어서 숫자볼링게임을 중단하고 똑같은 종류의 주사위 4개를 던져서 수를 얻는 방

법과 두 개씩의 주사위를 두 번 던져서 수를 얻는 방법은 동등한지를 토론해 보았다.

2. 1부터 10까지의 수를 만드는 숫자볼링게임에서 갑은 정팔면체 주사위 4개를 던져서 

(1, 2, 4, 8)을 얻었고 을은 정육면체 주사위 3개를 이용하여 (1, 2, 4)를 얻었다. 다

음 중 두 사람 중 누가 더 유리한지를 가장 옳게 판단한 경우는?

① 3개보다는 4개의 수를 자유자재로 사용할 수 있으므로 갑이 더 유리하다.

② 4개 중 일부만 사용하는 것이 아니라 모든 수를 다 사용해야 하므로 갑이 더 불리하다.

③주사위 3개를 이용하여 나온 (1, 2, 4)는 최상의 조합이므로 을이 확실히 유리하다.

④식 만들기 능력에 따라 승패가 결정되므로 주사위에서 어떤 수가 나왔는지는 게임의 유․불리

에 영향을 주지 않는다.

⑤을의 경우 스트라이크를 칠 수 있는 경우의 수이지만 을이 식 만들기 능력이 뛰어나지 못하다

면 반드시 더 유리하다고 할 수는 없다.
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06차시: 매지믹서 

학습 안내

◆사용할 수 있는 수: 1, 2, 4, 5, 6
◆만들어야 하는 수: 23

① 6×5-4-2-1=23

② 

1, 2, 4, 5, 6을 사용하여 23을 만들 수 있는 방법은 많습니다. ①의 경우는 사칙계산

만 사용하는 것이지만 ②는 거듭제곱, ③은 제곱근, ④는 계승(팩토리얼)까지 사용할 수 

있음을 보여줍니다. 그 말은 순수하게 사칙계산만 사용해야 하는 것이 아니라 생각하기

에 따라서는 수준별 독특한 방식으로 여러 가지 수식을 만들 수도 있음을 의미합니다.

그렇다면 2와 5를 낱낱의 수가 아니라 두 자리값으로 활용하여 25 또는 52로도 사용한 

25-(6-4)×1=23이나 로그를 사용한 (5+6)× +1=23 ?

본 활동은 이스라엘의 대표적인 교구업체인 오르다(Orda)에서 나온 매지믹서(magimaixer)

라는 사칙혼합계산용 교구입니다. ‘수를 섞어서 신기하고 다양한 식을 만드는 마법의 믹서기’라는 

뜻으로  매직 믹서(magic mixer)인데 이를 간단히 줄여서 매지믹서라고 부르는 것입니다.

원래 이 제품을 소개하는 설명서에는 주변의 흰색 주사위에 나오는 5개의 수들을 더하거

나 빼거나 곱하거나 나누어 두 검은색 주사위에 나오는 두 수의 합을 만들라고 되어있습니

다. 하지만 ‘왜 더하기만 하지?’, ‘왜 7개의 주사위뿐이지?’, ‘왜 가운데만 십의 자리수지?’,

‘왜 정육면체 주사위만 사용하지?’등과 같이 제품의 속성에 대한 의문을 가지고 각각에 대해 

‘What if~(not)'전략을 적용해 봅시다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. (지식과 이해의 측면) 매지믹서의 활용법을 이해합니다.

2. (기능과 활동의 측면) 매지믹서에 나타난 수들에 사칙계산을 적용하여 빠르고 정확

하게 식을 만들 수 있으며 매지믹서를 다양하게 변형하여 응용할 수 있습니다.

3. (수학적 사고의 측면) 빠르고 정확하게 수식을 효율적으로 만들기 위해서는 수감각

을 활용하여 수를 조직적으로 구성할 수 있게 됩니다.

4. (태도와 의지의 측면) 매지믹서의 속성에 ‘What if ~(not)'의 전략을 적용하여 다양

한 변형 매지믹서를 만들어 보려는 태도를 갖게 됩니다.
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학습 내용

 매지믹서의 사용법에 대해 알아봅시다.

이 제품의 사용 설명서에는 ‘주변의 흰색 주사위에 나오는 5개의 수들을 더하거나 빼

거나 곱하거나 나누어 두 검은색 주사위에 나오는 두 수의 합을 만들라.”는 간단한 설

명과 함께 몇 가지의 가능한 수식이 적혀있습니다. 예를 들어, 흰색이  2, 4, 4, 5, 6이

고 검은색이 40과 6일 때 7가지의 예시들이 적혀있습니다. ①의 경우는 사칙계산 중 

더하기와 곱하기만 사용하는 것이지만 ②~⑤는 ( )를 포함하는 혼합계산, ⑥은 제곱

근, ⑦은 제곱근, ⑧은 계승(팩토리얼)까지 사용할 수 있음을 보여줍니다.

매지믹서는 단순히 계산연습만 익히기 위한 교구는 아닙니다. 모든 교구는 원래 그것

을 사용하기 위한 목적이 있지만 이것을 어떻게 변형하여 활용하느냐에 따라 다양한 

부가가치를 만들어 낼 수 있습니다.

1.  매지믹서의 사용법

매지믹서(magimaixer)는 이스라엘의 대표적인 교구업체인 오르다에서 개발하고 오르

다코리아에서 단품으로 보급해 왔던 사칙혼합계산용 교구입니다.‘수를 섞어서 신기하고 

다양한 식을 만드는 마법의 믹서기’라는 뜻으로 원래는 매직 믹서(magic mixer)인데 이를 

간단히 줄여서 매지믹서라고 부릅니다.

이 제품의 사용 설명서에는 “주변의 흰색 주사위에 나오는 5개의 수들을 더하거나 

빼거나 곱하거나 나누어 두 검은색 주사위에 나오는 두 수의 합을 만들라.”는 간단한 설

명과 함께 몇 가지의 가능한 수식이 적혀있습니다.

◆ 사용할 수 있는 수(흰색): 2, 4, 4, 5, 6  
  
♠ 만들어야 하는 수(검정색): 46

① 4×6+4×5+2=46

② (5+6)×4×4-2=46 

③ (4×5)×(4÷2)+6=46 

④ (4×5)×(4-2)+6=46 

⑤ (4+4)×2+5×6=46

⑥ 4× 4×2×5+6=46 

⑦ 2 6 - 4 ×(5+4)=46

⑧ 4! +5×6-2×4=46

    

2, 4, 4, 5, 6을 사용하여 46을 만들 수 있는 방법은 많습니다. ①의 경우는 사칙계산 
중 더하기와 곱하기만 사용하는 것이지만 ②~⑤는 ( )를 포함하는 혼합계산, ⑥은 제곱
근, ⑦은 제곱근, ⑧은 계승(팩토리얼)까지 사용할 수 있음을 보여줍니다.

매지믹서는 단순히 계산연습만 익히기 위한 교구는 아닙니다. 모든 교구는 원래 그것
을 사용하기 위한 목적이 있지만 이것을 어떻게 변형하여 활용하느냐에 따라 다양한 부
가가치를 만들어 낼 수 있습니다.
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2. 매지믹서 연습하기

매지믹서를 이용하여 제한 시간 안에 다음을 완성하시오.

설명: 시계의 시작버튼을 누르면 매지믹서에 수가 나타납니다.

수는 무작위로 나타나며 1차, 2차, 3차에 

걸쳐 시도를 해 볼 수 있도록 해주세요.

(1) 식을 빨리 만들기

(제한 시간 1분)

1차 내가 완성한 시간: ( )초

2차 내가 완성한 시간: ( )초

3차 내가 완성한 시간: ( )초

(2) 식을 많이 만들기

(제한 시간 5분)

1차 내가 완성한 수식: ( )개

2차 내가 완성한 수식: ( )개

3차 내가 완성한 수식: ( )개

위와 같은 모양의 3차칸에 7개의 정육면체 주사위가 임의로 나타나도록 한다. 가운데

는 10부터 60까지, 둘레에는 1부터 6까지.(‘이곳을 누르라’는 지시와 깜빡이를 주고 초시

계를 주어 초시계를 클릭하면 매지믹서가 나타나고 입력하는 값에 따라 아래의 음성과 

그에 해당하는 반응이 나타난다.)

(1)30초 이내에 만들면 “와우, 대단합니다.” 60초 이내는 “훌륭합니다.”, 1분 초과는 

“좀 더 분발해야겠습니다.”

(2)5분간 7개 이상이면 “와우, 대단합니다.”, 4~6개는 “훌륭합니다.”, 3개 이하는 “좀 

더 분발해야겠습니다.”
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학습 정리

1. 매지믹서(magimaixer)는 이스라엘의 교구업체인 오르다(Orda)에서 단품으로 개발한 사칙혼합계산용 교구입

니다. ‘수를 섞어서 신기하고 다양한 식을 만드는 마법의 믹서기’라는 뜻으로  매직 믹서(magic 

mixer)라고 해야 하는데 이를 간단히 줄여서 매지믹서라고 부르는 것입니다. 

2. 원래 이 제품은 5개의 흰색 주사위에 나오는 수들을 더하거나 빼거나 곱하거나 나누어 2개의 검은색 주사

위에 나오는 두 수의 합을 만드는 것입니다. 하지만 ‘왜 더하기만 하지?’, ‘왜 7개의 주사위뿐이

지?’, ‘왜 가운데만 십의 자리수지?’, ‘왜 정육면체 주사위만 사용하지?’등과 같이 제품의 속성에 

대한 의문을 가지고 각각에 대해 ‘What if~(not)'전략을 적용하여 새롭고 발전적인 활용법을 만들 수 있

습니다.

3. 식을 만들 때 사칙계산 중 손 쉬운 더하기나 빼기, 곱하기 중 일부만 사용하지 않고 게임자의 지식 수준에 따

라 괄호를 사용한 혼합계산과 거급제곱이나 제곱근, 계승(팩토리얼)까지 사용할 수도 있습니다. 정하기에 따라

서는 두개의 수를 사용하여 두 자리수를 만들거나 로그, 조합, 미적분 등의 기호를 사용할 수도 있습니다. 

4. 이처럼 매지믹서는 단순히 계산연습만 익히기 위한 교구는 아닙니다. 모든 교구는 원래 그것을 사용하기 위

한 목적이 있지만 이것을 어떻게 변형하여 활용하느냐에 따라 다양한 부가가치를 만들어 낼 수 있습니다.

학습 평가

1. 매지믹서에 대한 설명 중 가장 옳지 못한 것을 하나 고르시오.

① 매지(magimaixer)는 ‘마법의 믹서기’라는 뜻으로  magic mixer의 줄임말이다.

② 매지믹서는 모든 주사위를 사용하여야 하며, 특정한 두 주사위에 나타나는 수들

의 합을 만들어야 한다.

③ 매지믹서는 덧셈, 뺄셈, 곱셈, 나눗셈을 자유롭게 이용하는 4칙 혼합계산 연습용 

수학학습교구이다.

④ 'What if~(not)'전략에 따라 매지믹서 주사위의 모양이나 개수, 수식 계산방법 등

을 다양하게 변형하여 활용할 수도 있다.

⑤ 매지믹서는 계산값을 구하는 것보다 필요로 하는 값의 수식을 만

들어 내어야 하므로 계산능력보다는 수 감각과 다양한 연산의 활

용능력이 뛰어난 사람에게 유리하다.

2. 오른쪽 매지믹서에 나타나는 5개의 수(1, 2, 3, 4, 5)를 모두 사용하

여 (20+3)을 만든 식이 잘못 된 것은?

① 5×4+3×(2-1)=23 ② 5×3+4×2×1)=23 ③ +(3-1-4)=23

④ 5×4 + = 23 ⑤ 4!-(5-3-2-1)=23
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학습 안내

4명의 초등학교 5학년 정도의 학생들(A, B, C, D)이 종이와 연필을 들고 둘러앉아 있다. 그 중 
A학생이 매지믹서를 오른손으로 잡고 왼 손바닥 위에 세 번 정도 부비면서 돌린 다음 책상 위에 
탁 올려놓고는 흰색의 숫자를 작은 값부터 큰 소리로 “1, 2, 4, 5, 5”라고 읽는다. 그러면 옆에 있
는 B학생은 ‘더하면 54’, C학생은 ‘빼면  46’, D학생은 ‘곱하면 200, 나누면 4분의 50’이라고 말하
면서 각자 아래의 수식을 적는다.

B학생: 50+4 = 5×5×2×1 + 4

C학생: 50-4 = (5×2×4) +5 +1

D학생: 50×4 = (5×4)×(5×2)×1

A학생: 50÷4 =

  흰색 주사위뿐만 아니라 검은색 주사위 간에도 연산을 적용하여 자신이 생각하기에 유리한 값

을 만들 수도 있습니다. 각 수들 간에 어떤 연산을 사용할 수 있는지는 그 학생의 학습 진도나 사

고 수준뿐만 아니라 수와 연산에 대한 감각이 결정합니다. 수업의 진도에 맞추기 위해 특별히 제한

된 연산만 사용하도록 요구할 수는 있지만 오히려 자신이 사용하는 연산의 종류를 무제한으로 열

어둘 때 보다 유연하고 독창적인 사고가 드러나게 됩니다.

이상 네 명 학생들의 경우처럼 흰색 주사위뿐만 아니라 검은색 주사위 간에도 연산을 적용하여

자신이 생각하기에 유리한 값을 만들 수도 있습니다. 각 수들 간에 어떤 연산을 사용할 수 있는지

는 그 학생의 학습 진도나 사고 수준뿐만 아니라 수와 연산에 대한 감각이 결정합니다. 수업의 진

도에 맞추기 위해 특별히 제한된 연산만 사용하도록 요구할 수는 있지만 오히려 자신이 사용하는

연산의 종류를 무제한으로 열어둘 때 보다 유연하고 독창적인 사고가 드러나게 됩니다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은
1. (지식과 이해의 측면) 매지믹서의 활용법을 이해합니다.

2. (기능과 활동의 측면) 매지믹서에 나타난 수들에 사칙계산을 적용하여 빠르고 정확하게 식을 
만들 수 있으며 매지믹서를 다양하게 변형하여 응용할 수 있습니다.

3. (수학적 사고의 측면) 빠르고 정확하게 수식을 효율적으로 만들기 위해서는 수감각을 활용하
여 수를 조직적으로 구성할 수 있게 됩니다.

4. (태도와 의지의 측면) 매지믹서의 속성에 ‘What if ~(not)'의 전략을 적용하여 다양한 변형 매
지믹서를 만들어 보려는 태도를 갖게 됩니다.

5.(학습지도의 측면) 이상의 학습목표를 학생들도 성취할 수 있도록 지도하는 방법과 수업에서 활
용할 수 있는 몇 가지 소재를 배우게 됩니다.



07차시: 매지믹서를 활용한 수감각과 연산의 활용 지도

- 59 -

학습 내용

� 1. 자유로운 연산 사용하기
아무리 계산능력이 뛰어난 사람이라도 매지믹서에 나타나는 수들이 특수한 경우는 요구하는 

식을 만들지 못할 수 있습니다. 예를 들어, 흰색은 5개가 모두 1이고 검은색은 60과 6이 나왔다면 

1, 1, 1, 1, 1을 이용하여 66을 만들기란 쉽지 않습니다. 이처럼 수감각과 연산의 활용능력보다는 주

사위가 나타나는 운에 의해 성공과 실패가 더 결정된다면 아쉬움이 남을 것입니다. 하지만 60과 6

에도 자유로운 연산을 사용하여 60÷6=10을 만들 수 있다고 한다면 두 자리 수를 활용하여 

11-(1×1×1)=10을 만드는 학생도 나올 수 있을 것입니다.

다음의 매지믹서에 대해 검은색 주사위에도 연산의 종류나 방법을 제한하지 말고 여러 가지 식

을 만들어 봅시다.

<답안으로 보여줄 수 있는 가능한 식들>

① 20+3= (5+1)×4 - (3÷3), (4-1)×(3+3)+5

② 20-3= 5×3+(4+1-3), +(5+3+1)

③ 20×3=( )×(5×3)×(4÷2)

④ 20÷3=(5× )×(3-1)÷3

⑤ (=1140)= ?

2. 'What if~(not)'전략에 따라 <매지믹서> 변형하기 

<기본 매지믹서> 

5개의 흰 주사위들에 사칙계산을 사용하여 2개의 검은색 주사위의 수를 합한 값을 만든다.

매지믹서 역시 'What if~(not)' 전략에 따라 던지는 주사위의 개수나 모양, 색깔, 연산의 종류, 수를 사용하는  방법 등을 

수정 또는 변경할 수 있고 자신의 수준에 맞게 재구성할 수 있는 여지가 많아 수학 수업에서 다양하게 활용할 수 있는 

Re-Creation 수학에 적합한 놀이입니다. 'What if~(not)' 전략에 따른 각 질문에 따라 가능한 해답을 먼저 생각해 봅시다.  

그리고 나서 (예시)  아이콘을 눌러 가능한 답안을 확인해 봅시다.

(1) 검은색 주사위들 간에도 연산을 적용하면 안될까?

(예시) 당연히 가능합니다. 그러면 훨씬 다양한 식을 많이 만들 수 있습니다. 하지만 검은색 주사위들 간에도 특정한 연산을

사용하도록 하기보다는 자유롭게선택하여사용하도록 하면훨씬더 유연하고 독창적인생각을 이끌어낼수 있습니다.
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(2) 사칙계산만 사용해야 하는가?

(예시) 사칙계산뿐만 아니라 다양한 연산을 자유롭게 사용해도 됩니다.

(3) 왜 정육면체 주사위만 사용하지? 정다면체 주사위를 사용해도 될텐데!

(예시) 이것은 아주 자연스런 질문이며 당연합니다. 가운데에만 정팔면체 주사위를 두어 80까지의 수를

사용할 수 있도록 할 뿐만 아니라 주위의 주사위들도 모두 정다면체로 바꿀 수 있습니다. 가운데에 가장

큰 정20면체 주사위를 두고 그 둘레에 다양한 정다면체 주사위를 배치해도 됩니다.

(4) 검은색 주사위를 3개 사용해도 될까?

(예시) 검은색 주사위를 가운데 하나 놓고 2개를 이웃하게배치하는 것보다 맞은편에 놓고 검은색의 양쪽에 흰색 주사위를

2개씩 배치해도 됩니다.

(5) 왜 7개의 주사위만 사용하지? 주사위의 개수를 조절한다면?

(예시) 주사위의 개수를 늘린다는 것은 정육형배열이 아닌 팔각형이나 입체의 배열도 가능하다는 뜻입니다.

정육면체나 정팔면체의 각 꼭지점에 주사위를 둘 수도 있습니다.

(6) 연산의 개수를 제한하거나 특정한 연산을 반드시 사용하도록 할 수도 있을까?

(예시) 연산을 자유롭게 사용하는 것도 좋지만 때로는 사칙연사 부호를 반드시 한번씩은 사용하도록 하거나 검

은색에 사용한 연산은 흰색에 사용할 수 없다는 조건을 둘 수도 있습니다.

(7) ‘행운’의 보너스 찬스는 어떤 경우로 정할까?

(예시) 6개가 모두 같은 (1,1,1,1,1,1)이 나올 확률은 매우 희박하지만 그것을 가지고 어떤 수식을 만들기는

매우 어렵습니다. 따라서 특별한 경우의 수가 나올 때 쪽박이 아닌 대박의 찬스로 수식을 만들지 않

고 그냥 패스를 시킬 수도 있습니다. 그 외에 3 pairs(1,1, 2,2, 3,3), 2 triples(3,3,3, 4,4,4), 6연속

(1,2,3,4,5,6), 소수들만, 약수와 배수들끼리 등과 같이 특별한 수가 나올 때도 행운의 기회로 인정하면

게임에 흥미가 더해질 수 있습니다.
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3. 변형 매지믹서 만들기

오르다 회사에서 나온 기존의 magimixer는 수의 

연산과 혼합계산을 이용한 교구였는데 이를 응용하면 

단어 만들기용 word magic mixer도 가능합니다. 하지

만 우리는 언어나 과학 등의 다른 분야가 아니라 수리

적인 관점에서 새로운 변형 매지믹서를 만들어 봅시다.

(1) 검은색 주사위는 모두 내부로 넣기     

(2) 매지믹서의 모양을 오각형으로 바꾸기

(3) 정육면체 또는 정팔면체의 각 꼭지점과 면에 주사위를 배치한 입체형

- 꼭지점에 있는 세 수를 사용하여 각 면 위의 검은색 수 만들기

- 이웃하는 세 면의 검은색 수들을 이용하여 맨 위의 검은색 수 만들기

- 주사위 윷놀이와 숫자볼링게임에서도 사용   

할 수 있는 만능 주사위로 활용하기
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학습 정리

1. 아무리 계산능력이 뛰어난 사람이라도 매지믹서에 나타나는 수들이 특수한 경우는 요구하는 식을 만들지 못

할 수도 있습니다. 예를 들어, 흰색은 5개가 모두 1이고 검은색은 60과 6이 나왔다면 1, 1, 1, 1, 1을 

이용하여 66을 만들기란 쉽지 않습니다. 이처럼 수감각과 연산의 활용능력보다는 주사위가 나타나는 운에 

의해 성공과 실패가 더 결정된다면 아쉬움이 남을 것입니다. 하지만 60과 6에도 자유로운 연산을 사용하여 

60÷6=10을 만들 수 있다고 한다면 두 자리 수를 활용하여 11-(1×1×1)=10을 만드는 학생도 나올 수 

있을 것입니다.

2.  게임의 운영방법에 따라서는 매지믹서에서 특별한 경우의 수들이 나타나는 경우(예를 들어, 모두 같은 수가 

나온 경우; 2 triples(3,3,3, 4,4,4); 3 pairs(1,1, 2,2, 3,3); 연속(1,2,3,4,5,6); 모두 홀수이거나 짝수, 소

수들만 나오는 경우; 약수와 배수의 관계에 있는 수들만 나온 경우 등) 수식 만들기만 고집하기보다는 행운의 

보너스로 처리하여 확률계산이나 흥미로운 요소로 활용하도록 하며 매지믹서를 주사위윷놀이나 숫자볼링게임 

등에 사용하는 만능 주사위로 활용해도 됩니다. 

3. 매지믹서에 ‘What if ~(not)?'의 방법으로 주사위의 개수나 종류, 모양, 계산 방법 등을 변경하면서 게임

자의 수준에 맞게 놀이를 재구성할 수도 있습니다. 매지믹서를 이용하여 수학을 Re-Creation해 보려는 의

지적인 생각과 태도는 수감각을 익히고 수식을 만드는 지적인 능력이나 계산을 잘하는 기능적인 학습 못지 

않게 중요한 부분입니다. 
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학습 평가

1. 매지믹서를 활용하여 지도할 수 있는 내용과 방법에 대한 설명 중 가장 옳지 못한

것을 하나 고르시오.

① 매지믹서로 혼합사칙계산을 하는 것보다는 다양한 식을 만드는 데 활용해야 한다.

② 학습자의 수준과 학습목표에 따라서는 사전에 정하지 않은 방식의 수식을 만드는 것

을 제한할 필요가 있다.

③ 사용하는 연산과 수식은 특정한 경우로 제한하기보다는 자유롭게 사용하도록 허용하

여 보다 유연하고 독특한 사고를 발휘하도록 한다.

④ 계산능력이 뛰어난 사람은 매지믹서에 어떤 주사위가 나타나더라도 모든 식을 만들 

수 있으므로 충분한 시간을 주어야 한다.

⑤ 게임의 운영방법에 따라서는 특별한 경우의 수들이 나타나는 경우 수식 만들기만 고

집하기보다는 행운의 보너스로 처리하여 확률계산이나 흥미로운 요소로 활용하도록 

한다.

2. 아래의 매지믹서에 주어진 5개의 수(1, 2, 4, 5, 5)와 2개의 검은색 주사위에 나타난 

수 (5, 10)을 이용하되 각각의 수식에 사칙계산의 부호(+, ―, ×, ÷)를 한번씩은 반드시 

사용하도록 제한하여 만든 식으로 옳은 것은?

① 10+5 = 5×5 -(4+1)×2

② 10-5 = 5×(4+2-5)÷1

③ 10×5= (5+4+2-1)×5

④ 10÷5= ×(2-(5÷5)×1)

⑤ = ×4+(5-1)
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08차시: 루미큐브

학습 안내

루미큐브(Rummikub)는 세계적으로 인기 있는 보드게임의 일종으로 자신이 가지고 있

는 조각 타일을 정해진 규칙에 맞게 정렬하여 가장 빨리 덜어내는 사람이 이기는 게임입

니다. 규칙은 같은 색의 연속되는 수 배열(7-8-9) 또는 다른 색이지만 동일한 수를 짝짓는 

배열(7-7-7)하는 것입니다. 이런 규칙에 따라 게임 참여자들은 자신의 타일과 바닥에 놓인 

타일의 다양한 배열을 끊임없이 생각해야 합니다. 루미큐브의 규칙은 매우 단순하여 어린 

초등학생부터 어른이 함께 참여할 수 있는 게임이면서도 수나 모양의 규칙적인 배열, 덧

셈과 배수, 확률 등의 수학적인 요소가 숨어있어 수학적 사고력 향상에도 유익한 게임입

니다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. (지식과 이해) 루미큐브 속의 여러 가지 수학적 요소를 찾아 관련 문제를 해결 할 수 

있습니다.

2. (기능과 조작) 루미큐브의 규칙을 활용하여 게임의 승패를 위한 전략을 세울 수 있습

니다.

3. (수학적 사고) 효율적이고 다양한 전략을 사용하여 문제를 해결하는 종합적인 판단과 

사고력을 키울 수 있습니다.

4. (태도와 의지) 규칙을 바꾸어 게임을 변형한 변형 루미큐브를 만들어 보려는 태도와 

의지를 갖게 됩니다.
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학습 내용

1. 루미큐브 (rummikub)란?

루미큐브는 1930년대 초 이스라엘 Ephraim

Hertzano가 루미, 도미노, 체스의 장점들을 합

쳐 개발한 보드게임의 일종입니다. 106개로 

이루어진 조각들(실제 게임에서는 타일 또는 

큐브라고 부름)을 가지고 각 사람이 14개씩 

가져가서 자신의 받침대에 올려놓고 자신의 

타일 조각을 게임판에 모두 가장 빨리 올려놓

는(터는) 사람이 이기는 게임입니다. 게임 인

원은 2~4명이며 각 조각에는 1부터 13까지의 

수가 적혀있고 각각 4가지의 색깔이 두 쌍씩 있습니다. 숫자 타일은 104개이고 2개의 조

커를 포함하여 총 106개의 타일이 한 세트입니다. 조커는 예외적인 규칙을 가지고 있어

서 세트를 만들 때 어떤 상황이든 붙일 수 있습니다.

게임자는 제한 시간 안에 정해진 규칙에 따라 자신의 타일을 바닥에 올려놓게 되는 

데 처음에는 3개이상의 타일로 등록을 해야 하며, 그 이후로는 자신의 타일만으로 3개 

이상 올려놓거나 이미 올려놓은 자신 또는 다른 사람의 타일들에 연결하여 3개 이상 만

들어 놓아도 됩니다. 받침대 위에 각자의 타일을 올려놓고 상대방에게 보여주지 않기 

때문에 타인의 타일이 몇 개나 남았는지 알 수가 없습니다. 각자 올려놓을 수 있는 타

일을 개수의 제한 없이 올려놓을 수 있기 때문에 상대방이 모든 타일을 올려놓기 전에 

적절한 시기에 자신의 타일을 올려놓는 전략이 필요한 게임입니다.

게임은 실물게임뿐만 아니라 온라인 게임으로도 즐길 수 있습니다. 루미큐브는 1977

년 미국에서 가장 잘 팔리는 게임으로 선정되었고 1991년에 세계 루미큐브 챔피언 대회

(WRC-World Rummikub Championship)가 생겨나 3년에 한 번씩 대회를 치르고 있습니

다.
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2. 루미큐브의 구성과 게임방법

(1) 구성

- 인원 : 2-4명
- 내용물:

ㆍ1에서 13까지의 4가지 색(검정, 오렌지, 파랑, 빨강)의 숫자타일 2세트 : 총 104개

ㆍ조커 2개(검정, 빨강)

ㆍ타일 받침대 4개

(2) 게임 방법   다음 동영상 다운하여 사용

http://tvpot.daum.net/clip/ClipView.do?clipid=18052218

(3) 용어정리

- 연속 : 색깔이 같은 타일의 숫자가 3개 이상 연속 될 때
- 그룹 : 타일의 색깔은 다르지만 같은 숫자를 가진 타일이 3개 또는 4개 일 때
- 세트 : 연속이나 그룹이 되는 타일
- 등록 : 자신이 가지고 있는 연속이나 그룹이 된 타일들을 바닥에 올려놓는 것을 의미

하며 이 타일의 숫자의 합이 30 이상이 되어야 한다. 게임에서는 올린다는 표
현을 쓰기도 한다. 등록 후에는 타일의 숫자의 합이 30이 넘지 않아도 세트가 
되기만 하면 올려놓을 수 있습니다.

- 턴 : 다른 사람에게 순서를 넘기는 것을 말합니다. 턴의 수를 정해놓고 게임을 하면 
타일을 모두 올려놓지 않더라도 모두에게 순서가 돌아간 후 남아있는 타일 속의 
수를 합산하여 순위를 결정합니다.
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3. 게임의 실제

(1)최초 등록하기: 최초 등록을 할 때에는 자신이 가진 타일로만 가능하며 다른 사람이 

올려놓은 타일과 조합은 할 수는 없습니다. 등록 시에는 아래 조건들을 이용하여 숫

자 합이 30 이상이 되어야 합니다.

조건 설명 

그룹 (Group) 동일 숫자이면서 색상이 다른 타일 3개나 4개인 경우 

연속(Run) 동일 색상의 연속되는 숫자 타일 3개 이상의 세트 

(2)올려놓기 : 최초 등록 이후에는 숫자 합에 상관없이 아래 조건의 타일들을 올려놓을 

수 있습니다.

조건 설명 

그룹 (Group) 동일 숫자이면서 색상이 다른 타일 3개나 4개인 경우 

연속(Run) 동일 색상의 연속되는 숫자 타일 3개 이상의 세트 

*등록 시 주의 사항

• 숫자의 등록은 좌에서 우로만 등록이 가능합니다.

• 상대방이 등록해 놓은 타일이라고 해도 최소 조합의 조건만 무너뜨리지 않으면 

나에게 유리하게 마음껏 조합을 변경시킬 수 있습니다.

• 진정한 루미큐브의 재미는 다른 게임자가 이미 등록해 놓은 조합을 이용해서 

자신의 타일을 최대한 많이 올려놓는 것입니다. 루미큐브는 여기에서 승부가 갈

리게 됩니다.
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(3)붙이기

붙이기는 최초 등록을 한 유저만 이용 가능하며 테이블에 놓여있는 타일 조합에 자

신의 타일을 붙이는 것을 말합니다.

그룹(Group)의 경우 테이블에 놓여있는 타일 외 다른 색상을 소지한 경우 기존 타

일에 소지한 타일을 붙일 수 있습니다. 연속(Run)의 경우 테이블에 놓여있는 타일과 

연결되는 동일 타일을 소지한 경우 기존 타일에 소지한 타일을 붙일 수 있습니다.

(4)조커 사용

조커는 모든 타일을 대신할 수 있는 일종의 보너스 타일입니다. 숫자 하나가 빠져 

조합이 어려울 경우 그 위치에 조커를 삽입하면 조합이 가능해지기 때문에 전략적으

로 잘 사용할 수 있습니다. 조커 타일은 숫자 30과 동일하게 계산됩니다.

조커 사용예시

①그룹의 경우

②연속의 경우

③조커만 이용할 경우(조커의 개수 제한 시 불가능한 사례임)
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(5) 승패의 결정과 점수 계산 방법

게임마다 게임자 중에 자신의 타일을 가장 빨리 올려놓는 사람이 승자가 되고 다

른 사람들은 자신이 가지고 있는 타일들의 수를 합한 값만큼 감점하며 이 점수를 모

두 승자가 가져갑니다. 정해진 횟수의 게임이 끝나면 각자의 점수를 합쳐 최종점수가 

큰 사람이 우승입니다.

4. 승리 전략 세우기

(1) 받침대 위에 순서나 그룹으로 타일을 정렬하기

등록을 하지 못하면 게임에 참여할 수 없기 때문에 자신의 받침대에 계속해서 타일이 

올려 집니다. 등록을 빨리하고 늦게 하는 것이 게임의 승패를 좌우하지는 않습니다. 이는 

자기 순서에서 등록과 동시에 자신이 올릴 수 있는 타일을 모두 올릴 수 있기 때문입니

다. 이렇게 되기 위해서는 자신의 받침대 안에서 등록할 타일과 올릴 타일을 정렬하는 일

이 중요합니다. 그룹이나 연속의 조합을 빠르게 찾기 위해서는 등록과 마찬가지로 받침대 

위의 타일을 연속 또는 그룹으로 분류하여 정렬하는 것이 중요합니다.

(2) 여분의 타일을 남겨두기

등록한 이후에 붙이기를 할 마땅한 타일이 없을 경우를 대비해 자신이 가진 타일 

4개의 연속이나 그룹 중에 타일 3개만 올려놓고 네 번째 것을 가지고 있는 것이 유

리할 수 있습니다. 그러면 다음 차례에 남은 네 번째 타일을 붙이기 하여 패널티를 

받지 않을 수 있기 때문입니다.

(3) 놓여진 다른 타일 활용하기

이미 놓인 타일을 재배열하여 자신의 타일을 붙여 놓는 것은 난이도 높은 승리전략입니

다. 이때 타일을 옮겨 붙여도 그룹과 연속의 모양이 유지되어야 합니다.
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(4) 조커의 사용

조커는 전체 타일 중에서 2개밖에 없기 때문에 신중하게 사용해야합니다. 받침대에 있는 

조커는 게임의 승패에 아무런 영향을 미치지 못하지만 자신이 올린 조커는 다른 사람이 

활용할 수도 있습니다. 그렇기 때문에 조커를 적절한 시기에 조합하여 올리는 것이 게

임의 승패를 좌우합니다. 조커는 어떤 타일이라도 대신할 수 있는 장점이 있지만 턴이 

종료되거나 누군가 “루미”를 성공시키는 경우에는 개당 "30"으로 취급되기 때문에 

순위산정에서 매우 불리하게 적용됩니다.

하지만 조커를 빨리 올려놓지 않고 계속 가지고 있는 것도 하나의 전략이 될 수도 

있습니다. 결정적인 순간에 자신의 타일을 모두 동시에 등록할 수 있기 때문입니다.

하지만 이것은 크게 잃을 수 있는 위험이 있음을 명심해야 합니다.

(5) 여러 명이 게임을 할 때는 적은 점수로 지기

루미큐브는 게임의 수로 결정하기도 하고 여러 판의 종합 득점으로 우승을 가리기도 합

니다. 종합 득점으로 우승자를 점수 여러 명이 게임을 할 때는 1등이 팀의 모든 점수를 

가져가므로 승자와 패자의 점수는 차이가 큽니다. 당연히 이길 수 있는 전략을 세우되 승

리를 확신하지 못하는 경우는 적은 점수로 지고 다음 판을 기대하는 것도 고도의 전략입

니다. 무리하게 이기려다 큰 점수로지지 말고 적게 지고 크게 이기는 것은 여러 명의 사

람이 여러 판을 전제로 할 때의 좋은 전략이기도 합니다.

5. 루미큐브 체험하기

온라인 게임으로 루미큐브를 경험할 수 있습니다.

http://www.pmang.com/game_casual_top.nwz?ssn=38

- 게임에서는 수준에 따라서 방

이 만들어져 있음 

- 자신이 방을 만들 수도 있음 

- 방을 만들 때 턴의 수와 조커의 수를 

조절할 수 있음

- 턴의 수를 조절하여 게임 시간을 단

축함
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학습 정리

1. 루미큐브는 1930년 이스라엘에서 개발되어 매년 3년마다 ‘루미큐브 세계대회’가 열릴 정도로 유명한 보드게

임입니다. 

2. 루미큐브는 1부터 13까지의 숫자가 적힌 4가지 색깔의 타일 두 세트와 2개의 조커를 포함하여 모두 106개의 

타일로 구성합니다.

3. 연속, 그룹, 등록, 붙이기 등의 용어와 연속 또는 그룹으로 3개 이상의 타일을 붙여 놓는 규칙이 있습니다.

4. 연속은 같은 색깔로만, 그룹은 다른 색깔로만 사용할 수 있습니다.

5. 자신의 턴에서 올려놓은 타일이 없으면 더미에서 타일을 하나씩 가져갑니다.

6. 자신의 타일을 가장 먼저 모두 올려놓는 사람이 승리합니다.

7. 순위를 정할 때는 남아있는 타일 속의 숫자를 합산하여 낮은 점수 순으로 순위를 정합니다. 

8. 루미큐브는 연속과 그룹 내의 수들을 간단히 계산해야 하는데 이는 단순히 덧셈만이 아닌 곱셈적 생각이 필요하

므로 암산에도 도움이 됩니다.

9. 하지만 루미큐브는 승리를 위한 전략이 필요한 일종의 전략 게임입니다.

10. 상황에 따라서는 루미큐브의 규칙을 바꾼 변형된 루미큐브로 게임을 진행할 수 있습니다.
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학습 평가  

1. 다음 중 최초 등록시 올려놓을 수 있는 조합의 경우를 모두 고르시오.

①
11 12 13

②
13 11 10 12

③
7 7 7 7

④
10 ☺ 10

⑤ 7 ☺ 9 10

2. 다음 보기의 설명에 알맞은 용어를 고르시오.

(1)
11 12 13

① 연속  ② 그룹 ③ 세트 ④ 등록 ⑤ 더미

(2) 1 1 1 1 ① 연속  ② 그룹 ③ 세트 ④ 등록 ⑤ 루미

3. 아래와 같은 상황에서 진희가 취할 수 있는 루미큐브 활동은?

☺ 1 4 2 9 12

3 7 10 6 5 6

<사례> 진희는 타일을 계속 가져오기는 하지만 자신의 받침대에 10보다 큰 수가 별로 없다

는 것에 낙심하다가 마침내 첫 번째 칸의 조커(☺)가 들어오자 다른 두 개의 타일을 포함하

여 3개를 내려놓기 위해 어떤 조합으로 이 조커를 사용할지를 고민하고 있다.

① 최초등록하기 ② 그룹 만들기 ③ 연속 만들기 ④ 모두 올려놓기(털기) ⑤ 경우의 수
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09차시: 루미큐브를 통한 조합과 경우의 수 지도 

학습 안내

이번 시간에는 지난 시간에 익힌 루미큐브를 수업에 활용할 수 있도록 게임에 숨어있

는 수학적 요소를 좀 더 생각해 보면서 이를 수업에 활용할 수 있는 방법과 ‘What if

(not)?’의 전략을 사용하여 새로운 루미큐브를 만들어 보고자 합니다. 본 차시에 나오는 

예시 문제들에 대해서도 교사가 숫자나 타일 수, 규칙 등을 바꾸어 새로운 문제로 활용 

할 수 있어야 합니다. 이를 통해 학습자들에게 변형 루미큐브를 만들어 보려는 의지와 함

께 그 속에 들어있는 수학의 원리를 파악하려는 태도가 생겨나기를 기대합니다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. (지식과 이해) 루미큐브 속의 여러 가지 수학적 요소를 찾아 관련 문제를 해결 할 수 있습니다.

2. (기능과 조작) 루미큐브의 규칙을 활용하여 게임의 승패를 위한 전략을 세울 수 있습니다.

3. (수학적 사고) 효율적이고 다양한 전략을 사용하여 문제를 해결하는 종합적인 판단과 사고력을 키

울 수 있습니다.

4. (태도와 의지) 규칙을 바꾸어 게임을 변형한 변형 루미큐브를 만들어 보려는 태도와 의지를 갖게 

됩니다.

5. (학습지도면) 이상의 학습목표를 학생들도 성취할 수 있도록 지도하는 방법과 수업에서 활용할 수 

있는 몇 가지 소재를 배우게 됩니다.
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학습 내용

1. 변형을 위한 루미큐브 다시 보기

브라운과 월터가 제안한 속성바꾸기(What if not?) 전략에 따라 변형해 보고자 합니

다. 브라운과 월트는 체계적으로 문제를 만드는 방법 4단계로 ‘① 속성 열거하기 ②속성

을 부정하기 ③ 변경된 속성에 관련된 의문을 제기하기 ④ 의문점을 분석하기’를 제안했

습니다. 기본적인 속성을 열거하는 것이 가장 우선이므로 변형루미큐브를 만들기 위해서는 

우선 기본 규칙을 재확인해 봅시다.

1) 구성

- 1부터 13까지 4가지 색깔의 타일 두 세트, 조커 2개, 받침대 4개, 1분 모래 시계 

2) 규칙

① 최초 등록 : 연속 또는 그룹으로 30이상의 수를 만들어 올려놓는 것을 말함

② 올리기 : 자신이 가지고 있는 타일을 게임판에 올려놓는 것을 말함

③ 붙이기 : 이미 올린 타일에 자신의 타일을 이어 붙이거나 옮겨 붙이는 것을 말함

④ 승자 정하기 : 받침대에 가지고 있는 타일을 모두 올려놓는 사람이 승자, 이후 순위는

⑤ 남은 타일 속의 수를 모두 합해서 점수가 낮은 순으로 순위가 결정됨

조커 : 2개의 조커는 어떤 숫자나 색깔도 대신 할 수 있음

3) 승패 결정

- 순위결정법: 자신의 모든 타일을 가장 빨리 올려놓는 사람이 1위이며 타일에 적힌 수의 

합이 적은 순으로 순위를 결정

- 1위 결정법: 1위를 제외한 모든 사람들의 타일에 적힌 수들의 합을 1위가 모두 가져감  

2. 루미큐브 (rummikub) 속의 수학적인 요소 

1) 계산 : 사칙계산 중 덧셈과 곱셈이 가장 많이 활용 됩니다. 숫자 타일은 11부터 13까

지이기 때문에 두 타일의 수만 더해서는 30이상의 수를 만들 수 없습니다. 똑같은 

수(연속) 또는 같은 수(그룹)는 단순히 덧셈만 하는 것이 아니라 중간값을 이용하여 

곱하기를 하면 빠르고 편리하게 계산할 수 있습니다. 게임이 종료된 후에 남은 타일

들의  합을 계산할 때도 10씩 묶어세기를 하면 계산이 편리합니다.

2) 경우의 수 : 30이상의 수를 만들어 최초 등록을 하거나 최초 등록이후에 새롭게 등

록, 또는 재배열할 수 있는 여러 가지 경우의 수를 생각해야만 합니다. 루미큐브에서

는 경우의 수를 잘 활용해야만 승리할 수 있습니다.

3) 확률 : 타일을 붙일 수 있는 경우와 그렇지 못한 경우 이미 나온 타일과 더미에 남

아있을 타일, 상대방이 가지고 있을 것 같은 타일을 예측하면서 내가 올려놓는 것이 

유리할지, 내가 올려놓은 것을 다른 사람이 활용하여 게임이 종료될지 여러 가지의 

경우를 따지되 확률적인 판단을 해야만 합니다. 특히 색과 수가 모두 같은 경우(더

블)는 매우 불리합니다.
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4) 문제 해결 전략 : 루미큐브에서 승자가 되기 위해서 사용되는 전략은 대표적으로 예

상하기, 규칙 찾기, 거꾸로 생각하기 등이 있습니다.

① 예상하기 : 받침대에서 올릴 수 있는 타일과 그렇지 못한 타일을 구분하여 정렬하

고 올릴 수 없는 타일을 올리기 위한 경우를 예상하는 전략입니다. 이 경우 바닥

에 있는 타일을 옮겨 붙이거나 패널티로 받은 타일을 이용할 수 있습니다. 미리 

예상하여 준비하지 않으면 게임을 효과적으로 풀어나갈 수 없습니다.

② 규칙 찾기 : 루미큐브에서의 규칙은 간단하지만 조건에 맞게 타일을 배열할 때는 

이 간단한 조건이 장애물이 되기도 합니다. 자신이 정렬한 타일에서 루미큐브의 

규칙에 맞는 타일로 정렬하는 것이 승리 전략이 될 수 있습니다.

③ 거꾸로 생각하기 : 이것은 연산에서 역산을 하는 경우에 해당되기도 하고 상대방

의 타일을 읽을 때 사용되기도 합니다. 자신의 타일과 이미 놓인 타일을 살펴보

고 더 나올 수 있는 타일과 그렇지 않은 타일을 생각하여 문제를 해결 하는 전략

입니다.

3. 루미큐브 게임의 단계별 활용에서의 수학 문제

1) 등록하기

등록을 하려면 있는 타일을 3개를 합산하여 30이상의 수를 만들어야 한다. 조커를 

사용하면 이 경우가 예외가 되기도 하지만 있는 타일 중 30 이상이 되는 경우를 빨리 

계산하는 것이 승리전략이 될 수 있다. 학교 수업에서는 경우의 수와 연산 훈련으로 활

용할 수 있습니다.

문제 1. 다음 그림에서 타일을 내릴 수 있는 경우를 모두 찾으시오.

☺ 13 9 3 10 9 5

10 6 7 7 12 3 9

( 정답 ) 빠트리지 않고 중복되지 않게 모든 경우의 수를 찾으려면 일정한 기준이 필요합니

다. 우선 그룹과 연속으로 구분한 다음, 개수로 다시 나눕니다. 그리고 나서 ☺를 사용하

는 경우 다른 경우는 고정시키고 그 조커가 들어갈 수 있는 위치만 바꾸면서 찾아갑니다.

(1) 그룹(다른 색깔)의 경우 

-3개 사용:(10, 10, ☺), (9, 9, 9), (☺, 9, 9), (9, ☺, 9), (9, 9, ☺), (7, 7 ☺)

-4개 사용:(9, 9, 9, ☺)

(2) 연속(같은 색깔)의 경우

-3개 사용:(7, ☺, 9), (☺, 9, 10), (9, 10, ☺), (7, ☺, 9)

-4개 사용:(7, ☺, 9, 10)
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문제 2. 위 문제 1의 답 중에서 최초 등록을 할 수 있는 경우 수는 몇 가지인가?

(정답 )(최초 등록은 합이 30이상이어야 하므로 아래의 4가지임)

(10, 10, ☺), (9, 9, 9, ☺), (9, 10, ☺), (7, ☺, 9, 10)

2) 세트 만들기 

자기 순서가 오면 자신이 가지고 있는 타일 중 올려놓을 수 있는 타일은 모두 내릴 

수 있습니다. 같은 색의 연속되는 수(연속) 또는 다른 색의 같은 수(그룹)를 만들 수 있

는 경우의 수는 자신이 가지고 있는 타일과 게임판에 이미 올려놓은 타일에 따라 달라

집니다. 자신의 받침대에 있는 타일 중 연속과 그룹을 찾아 올리기도 하지만, 이미 올려

놓은 타일들을 관찰하여 자신의 받침대에 있는 타일을 그냥 붙여 놓을 수도 있고 게임

판에 이미 올려놓은 타일들을 흩어서 재배열할 수도 있습니다.

(4 - 5) 아래 <보기>와 같이 받침대 위에 놓인 타일과 게임판에 올려진(게임자들이 올려

놓은) 타일의 조합을 보면서 물음에 답하시오.

< 보 기>

6 7 7 2 3 7 8

1 2 10 6 9

< 게임자 A의 받침대 >

< 게임판에 올려놓은 타일의 조합 >

1 1 1 6 6 6

7 8 9 11 12 13

문제 3. 게임자 A가 자신의 타일을 그냥 붙여놓을 수 있는 경우를 모두 찾으시오.

1 1 1 1 6 6 6 6

6 7 8 9 10 11 12 13

문제4. 게임자 A가 게임 판의 타일을 재배열하여 올려놓을 수 있는 경우를 모두 찾으시오.

1 1 1 1 2 3

6 6 6 6 7 8 9

6 6 6 6 7 8
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3) 조커 사용하기

조커는 어떤 색깔이나 수도 대신 할 수 있습니다. 조커를 전략적으로 사용해야 승리를 

할 수 있습니다. 자신이 가지고 있는 조커뿐만 아니라 이미 올려놓은 조커를 적절하게 

옮겨 붙여야 승리 할 수 있습니다.

문제5. 다음 그림에서 조커를 사용하여 타일을 올려놓으려는 <게임자 B>는 최대 몇 개

의 타일을 올려놓을  수 있는지 구하시오.

☺ 10 11

1 2 7 8 6 6

< 게임자 B의 받침대 >

< 게임판에 올려놓은 타일의 조합 >

1 ☺ 3 4 6 6 6 8 9 10

(정답) 최대 8개

1. 파란색 2(1개)를 조커 자리에 올려놓으면서 1 2 3 4

2. 빨간색 10, 11(2개)를 조커와 함께 10 11 ☺ (연속)

3. 주황 6을 올려 (1개) 기존의 6그룹을 대체하고 
6 6 6

4. 떼어온 파란색 6과 함께 7, 8 (2개)를 붙여 6 7 8 (연속)

5. 받침대에서 6 ☺ 8 9 10 (연속)에 붙인다. (2개)

결국 8개를 올려놓고 파란색 1만 남게 된다.

4) 모두 내릴 수 있는 전략 세우기

게임에서 승리하려면 받침대에 있는 타일을 모두 올려놓아야 합니다. 최소의 턴으로 

모두 내리려면 자신의 타일을 모두 내릴 수 있는 경우의 수를 파악하는 것이 중요합니

다. 자신의 받침대에 있는 타일을 모두 내리려면 최소한 어떤 타일이 더 필요한지 파악

합니다.



09차시: 루미큐브를 통한 조합과 경우의 수 지도 

- 79 -

문제 7. <게임자 D>가 자신의 타일을 모두 올려놓을 수 있을지 없을지를 판단하시오.

8 9 1 2 3 7

4 5 6 8 ☺

< 게임자 D의 받침대 >

< 게임판에 올려놓은 타일의 조합 >

7 7 7 ☺ 10 11 2 3 4

(정답) 가능하다.

1. 1 2 3 (연속) 4 5 6 (연속)

2. 조커☺ 자리를 검은색 9로 대체 9 10 11
(연속)

3. 8 8 ☺ (그룹)

4. 남은 파란색 7을 기존 그룹에 붙임.
7 7 7 7

(그룹)

5) 타일의 점수 계산하기 : 자신이 가지고 있는 모든 타일의 합을 빠르고 정확하게 계산합니다.

문제 8. 아래의 각 경우에 남은 타일들의 합을 계산하시오.

①

[해설] 올려놓지 못한 조커는 30점으로 

계산하므로 모두 48점입니다.

②

[해설] 10씩 묶어서 계산하면 편리합

니다. 따라서 뒤에서부터 조커(30), 

(8+12), (7+13), (8+9)를 계산하면 87

점입니다.

③

[해설] 수 배열표에서 같은 색깔들끼리 
또는 같은 수들끼리 먼저 계산해서 각
각 합해도 됩니다. 하지만 계산하기 편
리한 수들끼리 조합하는 것이 더 편리
합니다.
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<0단계>

출발점 선택 

1부터 13까지의 13종, 4가지 색깔, 2세트 

13×4×2=104개의 숫자 타일과 2개의 조커가 있다.

2~4명이 게임을 한다.

각자 14개씩의 타일을 가져간다.

가장 높은 수를 뽑은 사람부터 시작하여 오른쪽으로 돌아간다.

<1단계>

속성나열

최초 등록할 수 있는 최소 합은 30이다.

(그룹)등록을 하려면 같은 수(다른 색) 3개이상의 타일이 있어야 한다.

(연속)등록을 하려면 같은 색 3개의 타일이 연속이 되어야 한다.

기존의 타일 더미에 붙이거나 재배열 할 수 있다.

자기 턴에서 등록하지 못하면 더미에서 타일을 하나씩 가져간다.

자신의 타일을 가장 빨리 올려놓는 사람이 이긴다.

숫자 1은 항상 가장 낮은 숫자이고 숫자 13뒤에 붙일 수 없다.

<2단계>

속성부정하기

What if (not)?

왜 수는 하필 13까지이고 처음에 14개의 조각타일을 가져가는가?

조각 타일의 개수를 더 늘리거나 줄일 수는 없을까?

단순 합이 아니라 다른 방법을 써도 될까?

일렬로만 배열해야 할까?

타일에 숫자만 사용하지 않는다면?

자기 턴에서 등록하지 못하면 더미에서 타일을 하나씩 가져간다.

<3단계>

의문제기와 

문제설정

연속의 종류에 연속인 특정 수(홀수, 짝수, 소수 등)도 허용하기

그룹의 종류에 특별한 성질을 갖는 수(약수와 배수 등)도 허용하기 

한 사람이 가져가는 타일의 개수를 3개씩

특정한 수를 조커로 추가하기

조커를 올려놓지 않고 승리하는 경우는 상대방 점수를 조커의 개수만큼 

2배씩 계산 

숫자대신 알파벳으로 영어 단어 만들기

숫자 1을 포커에서처럼 A로 생각하여 숫자 13뒤에도 붙이기

자기 타일에 나온 수들을 모두 사용하여 777이 되는 수식 만들기

4. 변형 루미큐브를 만들기 위한 ‘What if (not)?'전략

학습자들은 루미큐브를 직접 체험하면서 단순한 재미보다는 루미큐브 속에 들어있는 

수학적인 요소와 원리를 감각적으로 체득해야 합니다. 하지만 수준높은 학습자라면 그

보다 한 단계 더 발전하여 변형된 루미큐브나 새로운 문제를 만들어 볼 수 있는 기회를 

제공할 필요가 있습니다. 여기에 필요한 것이  ‘What if (not)?'이라는 전략입니다.

< What if (not)? 전략을 활용한 새로운 루미큐브 만들기 예시 >

여기서 2단계의 속성부정과 3단계의 의문제기 및 문제설정의 가장 큰 차이는 대안이 있

느냐 없느냐로 구분할 수 있습니다. 즉, 속성을 부정하여 단순히 의문을 제기하는 것보

다 그렇게 부정한 속성에 대한 구체적인 대안까지 제시하는 경우를 말합니다.
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단계 물음 선택한 결과

<0단계>

출발점 선택 

기존의 루미큐브 구성물을 그대로 

사용할까?

1부터 10까지의 수만 사용하고 조커

를 4개로 늘린다.

<1단계>

속성나열

30이상의 연속 또는 그룹을 사용

하여 올려놓는다.

2개를 사용할 때 최대 20이므로 21

이상만 되어도 올려놓을 수 있도록 

한다.

이때 조커는 개당 20점이다.

<2단계>

속성부정하기

What if (not)?

기존의 타일 모양이나 색깔을 바

꾸어도 될까?

타일의 사이즈는 상관없다. 색깔도 

4가지로 제한할 필요는 없다. 초록

색이나 보라색으로 좀 더 colorful하

게 꾸며보자.

<3단계>

의문제기와 

문제설정

일렬로만 올려야 한다는 원칙이 

있었나? 크로스방향으로도 올려놓

을 수 있을텐데....

가로 또는 세로 방향 즉, 크로스로 

올려놓을 수 있도록 한다.

5. 루미큐브 (rummikub) 게임규칙 바꾸어 새로운 게임 만들기 (2)

앞의 경우처럼 What - If - Not 전략을 사용하여 변형 루미큐브를 직접 만들어봅시다.

교사는 직접 구체적인 게임을 설계해 보는 것이 가능하지만 학습자의 경우는 전략을 세

우고 대략적인 게임설계 후 토론을 하면서 게임의 문제점을 해결해나가는 활동을 하는 

것으로 학습에 활용하는 것이 좋다.
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학습 정리

1. 루미큐브에 들어있는 수학적인 요소로는 연산과 계열, 조합, 확률적 판단, 그리고 예상하기, 규칙 찾기, 거꾸로 생

각하기 등의 문제해결 전략이 있지만 그보다는 이미 나온 어떤 패에서 상대방이 반응을 보였거나 보이지 않았는지

를 기억하는 기억력, 상대방의 수나 심리를 파악하는 판단력 등의 종합적인 능력이 필요합니다.

  

2. 루미큐브의 구성 요소와 사용 규칙, 승패 방법 등에 ‘What if (not)’의 전략을 사용하면서 새로운 변형 루미큐

브를 만들 수 있습니다. 학습자들이 제안한 새로운 게임을 함께 수행해 보면서 토론을 거쳐 수학적으로도 의미가 있

고 재미있는 게임을 만들어 보기를 기대합니다. 이때 사용할 수 있는 한 가지 방법이   ‘What if (not)?'이라는 

전략입니다.

3.  ‘What if (not)?'의 각 단계별에서 제기할 수 있는 내용들의 일부는 다음과 같습니다만 더 많은 사례들이 

있을 것입니다.  

<0단계> 

출발점 선택 

1부터 13까지의 13종, 4가지 색깔, 2세트 

13×4×2=104개의 숫자 타일과 2개의 조커가 있다.

2~4명이 게임을 한다.

각자 14개씩의 타일을 가져간다.

가장 높은 수를 뽑은 사람부터 시작하여 오른쪽으로 돌아간다.

<1단계> 

속성나열

최초 등록할 수 있는 최소 합은 30이다. 

(그룹)등록을 하려면 같은 수(다른 색) 3개이상의 타일이 있어야 한다.

(연속)등록을 하려면 같은 색 3개의 타일이 연속이 되어야 한다.

기존의 타일 더미에 붙이거나 재배열 할 수 있다.

자기 턴에서 등록하지 못하면 더미에서 타일을 하나씩 가져간다.

자신의 타일을 가장 빨리 올려놓는 사람이 이긴다.

숫자 1은 항상 가장 낮은 숫자이고 숫자 13뒤에 붙일 수 없다.

<2단계> 

속성부정하기

What if (not)?

왜 수는 하필 13까지이고 처음에 14개의 조각타일을 가져가는가?

조각 타일의 개수를 더 늘리거나 줄일 수는 없을까?

단순 합이 아니라 다른 방법을 써도 될까?

일렬로만 배열해야 할까?

타일에 숫자만 사용하지 않는다면?

자기 턴에서 등록하지 못하면 더미에서 타일을 하나씩 가져간다.

<3단계> 

의문제기와 

문제설정

연속의 종류에 연속인 특정 수(홀수, 짝수, 소수 등)도 허용하기

그룹의 종류에 특별한 성질을 갖는 수(약수와 배수 등)도 허용하기 

한 사람이 가져가는 타일의 개수를 3개씩

특정한 수를 조커로 추가하기

조커를 올려놓지 않고 승리하는 경우는 상대방 점수를 조커의 개수만큼 2배씩 계산 

숫자대신 알파벳으로 영어 단어 만들기

숫자 1을 포커에서처럼 A로 생각하여 숫자 13뒤에도 붙이기

자기 타일에 나온 수들을 모두 사용하여 777이 되는 수식 만들기
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학습 평가

1. 다음 그림의 타일을 가지고 있는 사람이 처음 등록할 때 사용할 수 있는 조합의 경우는 

모두 몇 가지인지 구하시오.

☺ 11 1 2 11 3 4

5 6 8 6 12 10 9

① 1가지         ② 2가지          ③ 3가지         ④ 4가지         ⑤ 5가지 

2. 다음 중 일반인들이 기존의 루미큐브를 변형하여 사용하고자 할 때 가장 불편하거나 부

적합한 것은?

① 숫자 타일을 1부터 15까지 더 늘려서 사용한다.

② 타일의 일부를 빼 놓고 그 타일들이 무엇인지를 모른 상태에서 게임을 시작한다.

③ 원래의 조커는 없애고 숫자 타일 중 13을 조커로 사용하되 같은 색깔에서만 사용한다.

④ 받침대가 4개이므로 두 사람이 게임을 할 때 각자 2개의 받침대를 사용하여 4인 경기자

가 게임하는 것처럼 한다.

⑤ 연속인 수나 색이 다른 같은 수를 조합하듯이 합이 30이상이면서 약수와 배수의 관계가 

되는 수들끼리는 조합을 허용하도록 한다.

3. 'What if (not)?' 전략 중 다음 <보기>의 문장이 해당하는 가장 적합한 단계는?

<보기>

왜 조커는 2개뿐일까? 두 명이 게임을 할 때 각자 숫자를 하나씩 뽑아 그 수도 조

커로 사용하자. 단, 숫자 조커는 자신과 색깔이 같은 타일이 포함되어 있을 때만 사

용할 수 있다.

① 출발점 선택 ② 속성 열거하기 ③ 속성 부정하기  ④ 의문제기 ⑤ 문제 설정 
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10차시: 머긴스 게임

학습 안내

머긴스게임은 2~4팀이 즐길 수 있는 흥미진진한 사칙계산 게임으로 다양한 

수학적 사고력을 필요로 하는  교육적 가치를 지니고 있습니다. 머긴스

(MUGGINS)는 ‘바보’라는 뜻인데, 한 사람이 잘못 계산하여 내려놓은 것을 발견

하고 다른 사람이 그렇게 부르면서 붙여진 이름입니다. 게임 내용에서 수학적 지

식과 재능을 발휘할 수 있어서 사칙연산에 관한 실력뿐만 아니라, 논리적 판단과 

기억력, 확률과 문제해결의 전략, 창의성도 길러 줄 것입니다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. (지식과 이해) 머긴스 게임의 구성요소와 게임 방법을 이해할 수 있습니다.

2. (기능과 활동) 3~4개의 자연수를 이용한 자유로운 사칙계산을 할 수 있습니다.

3. (수학적 사고) 점수의 합계를 높이기 위해 연속적으로 위치하는 수를 선점하는 전

략과 적절한 속임수도 사용하되 상대방의 속임수는 잘 간파할 수 있습니다.

4. (태도와 의지) 기존의 게임을 활용하여 새로운 게임을 만들어 보려는 태도와 의지

를 갖습니다.
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학습 내용

 1. 머긴스 게임 이해하기

  <기본 게임 방법>

1) 36 색 구슬(또는 큐브)를 가져갑니다.

게임자 그룹 수
각 게임자가 가지는 구슬의 수
(색깔은 개인/팀별로 다르게)

팀 구성

2그룹 20개 2명이 한 그룹을 이룰 수도 있는데 
이럴 경우는 개인이 번갈아가면서 

게임을 진행합니다.

3그룹 17개

4그룹 15개

2) 자신의 순번에서 3개의 주사위를 동시에 굴려 세 수를 얻습니다.

3) 그 세 수에 사칙계산을 자유롭게 사용하여 머긴스 판에 비어있는 1 36까지의 홈에 해당하는 수를 
하나 만들면 자신의 색깔 구슬을 놓을 수 있습니다.

4) 수를 만드는 시간의 제한(예를 들어, 2분)을 둘 수 있고 시간이 지나면 다음 사람으로 차례가 넘어갑니
다.

5) 상대방이 잘못 계산하여 놓은 경우는 이를 발견한 사람이 상대방의 구슬을 빼내고 자신의 구슬을 놓을 
수 있습니다.

6) 머긴스 게임판의 홈에 놓은 구슬 한 개당 1점이 주며, 구슬이 연속될 경우는 아래와 같은 추가 점수가 
주어집니다.

연속된 구슬의 개수 추가 점수 득점 비고
1개 0점 1점

1 36까지를 하
나의 원으로 보고, 각 
코너 부분도 연속된 
것으로 봅니다.

2개 2점 4점
3개 5점 8점
4개 7점 11점

5개 이상 10점 15점

7) 주사위를 던져서 나온 수를 놓을 수 있는 빈 공간이 더 이상 없다고 판단하면 게임을 종료하고 선언할 수 
있습니다. 그러나 “더 이상 경기할 수 없다.”고 선언하자마자 다른 사람이 구슬을 놓을 수 있는 공간을 
발견하면 “머긴스!”라고 말하면서 그 수를 말하고 그곳에 자신의 색깔 구슬을 놓습니다.

게임이 종료되는 경우

1. 36개의 자리가 빈 곳 없이 다 채워졌을 경우

2. 한 사람이 구슬을 다 사용했을 경우

3. 연속하여 구슬을 놓을 수 없는 경우

8) “머긴스!”는 반드시 다음 차례의 사람이 주사위를 잡기 전에 선언해야 하며, “머긴스!”가 나타나지 않으면 
계속해서 정상적인 순서로 게임을 진행합니다.

9) 머긴스 게임에서 좋은 점수를 얻기 위해서는, 자신의 구슬을 연이어 놓거나 상대방의 구슬이 연이어지지 
않도록 막으면서 최종적으로 가장 높은 점수를 얻은 사람이 승리하게 됩니다.

Think+ 추가 점수의 기준을 조정하여 득점 계산을 좀 더 쉽게 하는 방법은?
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 2. 머긴스 게임의 보너스 규칙들

상대방 구슬 

골라내기

(범핑, BUMPING)

주사위를 굴려 똑같은 숫자 3개(트리플)가 나오면 상대방의 구슬

을 하나를 제거할 수 있습니다.

속임수

(브러핑,

BLUFFING)

게임 참가자의 주의를 집중시키기 위하여 속임수(bluffing) 사용

이 가능합니다. 주사위를 던진 후 계산 결과를 고의로 틀리게 하

여 자신이 유리한 곳에 구슬을 놓을 수 있습니다. 즉 각각의 주사

위 숫자를 계산하여 나올 수 없는 숫자의 위치에 자신의 구슬을 

놓고, 다음 사람이 주사위를 잡을 때까지 아무도 이의를 제기하지 

않는다면 그냥 넘어가게 됩니다. 상대방이 속임수를 쓴 것 같다고 

생각하여 계산 결과를 설명하라고 요구했을 때 제대로 설명을 하

지 못하면 방금 놓은 그 구슬을 빼내고 이의를 제기한 사람은 속

임수를 쓴 사람의 구슬 하나를 빼낼 수 있습니다. 만약 이의를 제

기했으나 속임수를 쓰지 않았음이 밝혀지면 게임자는 이의를 제기

한 사람의 구슬을 하나 빼낼 수 있습니다. 그 다음 계속해서 정상

적인 순서로 게임을 진행합니다.

 
  3. 머긴스 게임을 위한 연습 사이트

http://www.mugginsmath.com/muggins.asp

  4. 머긴스 게임하기

  정육(팔)면체 주사위 
3개(4개)

색구슬 또는 색큐브

              <머긴스 게임 말판>
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계산 
값

나온 
주사위의 눈

내가 만든 식
계산 
값

나온 
주사위의 눈

내가 만든 식

1 19

2 20

3 21

4 22

5 23

6 24

7 25

8 26

9 27

10 28

11 29

12 30

13 31

14 32

15 33

16 34

17 35

18 36

 5. 머긴스 게임 활동 기록지
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6. 머긴스 게임 재구성 사례

머긴스(MUGGINS) 게임은 1~4명이 즐길 수 있는 흥미진진한 사칙계산 게임으로 논리

적 판단과 기억력, 확률과 문제해결의 전략, 창의성을 길러 주며 수학적 사고력을 필요로

하는 교육적 가치를 지니고 있으며 원래의 게임 규칙을 변경하여 새로운 게임을 만들 수

도 있습니다. 아래는 재구성한 한 가지 사례입니다. 규칙을 추가 또는 변경해 봅시다.

1. 준비물: 말판, 주사위, 큐브

2. 한 명(또는 두 명)씩 2~4그룹을 만들어 각 그룹이 36개의 색 구슬(또는 큐브)을 똑같

이 나누어 가져가고, 각 그룹별로 자신의 순번에서 3개(또는 4개)의 정육면체(또는 정

팔면체) 주사위를 동시에 던져 세 수에 사칙계산을 자유롭게 사용하여 1부터 36까지

의 칸 중에 원하는 수의 값이 나오는 수식을 제한 시간(30초) 안에 만들면 그 칸에 자

신의 색 큐브를 놓을 수 있음.

3. 연속된 구슬의 개수에 따른 득점(조정된 값)

연속된 구슬의 개수 득점
1개 1점
2개 3점
3개 7점
4개 15점

5개 이상 31점

4. 특별 규칙

상대방 구슬 
골라내기

(범핑, BUMPING)

모든 주사위에 똑같은 수가 나올 때는 상대팀이 이미 놓은 
칸이라 할지라도 그 칸에 해당하는 수를 만들면 우리 팀의 
큐브로 대체할 수 있음.

속임수
(브러핑,

BLUFFING)

전략에 따라 속임수를 써도 되지만 상대방에게 속임수가 발
각되면 바르게 이의제기를 한 팀이 상대방의 구슬을 하나씩 
빼내어 버림. 잘못된 이의제기를 하면 반대로 역공을 당할 수 
있음.

상대가 놓친 것 
찾아내기

(머긴스, Muggins)

제한 시간(30초) 안에 상대팀이 못 찾고 넘길 때는 가장 먼저 
‘머긴스’라고 외친 팀이 그 수를 찾아 자신의 색 큐브를 놓을 
수 있음.

5. 게임의 종료

1. 36개의 자리가 빈 곳 없이 다 채워졌을 경우

2. 한 그룹이 큐브를 다 사용했을 경우

3. 연속하여 큐브를 놓을 수 없는 경우

6. 게임의 승자: 큐브로 얻은 총점이 가장 높은 그룹
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학습 평가

1. 머긴스 게임에 대한 아래의 설명들 중 가장 잘못 된 것을 고르시오.

① 머긴스 게임은 4명이 즐길 수 있는 흥미진진한 사칙계산 게임이다.

② 머긴스 게임에서는 계산능력과 전략적 사고도 필요하지만 때로는 운도 필요하다.

③ 머긴스 게임은 상대방의 실수를 나의 행운으로 반전시키고 때로는 위장전술을 펼칠 수 있다는 것

이 매력이다.

④머긴스는 ‘바보’라는 뜻으로 상대방이 계산하지 못한 것을 찾아낸 사람이 그 수를 차지할 수 있다.

⑤머긴스 게임은 논리적 판단, 기억력, 문제해결의 전략, 창의성 등을 길러 줄 수 있는 유익한 게임이

지만 수학적으로는 사칙계산 능력을 기르기 위해 사용하는 학습용 게임이다.

2. 다음 중 ( )의 세 수를 이용하여 머긴스 등식을 만들 수 없는 것을 모두 고르시오.

① (2,4,5)=28 ② (5,3,2)=14 ③ (6,4,3)=8 ④ (4,4,3)=12 ⑤ (5,4,3)=8

3. 머긴스 게임에서는 연속된 구슬을 많이 만드는 것이 유리합니다. 아래의 득점 방식에 

대한 설명으로 옳은 것을 모두 고르시오.

연속된 구슬의 개수 득점
1개 1점
2개 3점
3개 7점
4개 15점

5개 이상 31점

① 연속된 구슬의 개수에 따라 비례적으로 점수를 매겼다.

② 연속된 구슬의 개수에 따라 계차를 일정하게 늘려주었다.

③ 연속된 구슬의 개수 (n)에 따라 2 n-1점씩 준 것이다.

④ 연속된 구슬이 많을수록 높은 점수를 주지만 특별한 규칙은 없다.

⑤ 연속된 구슬을 놓을 확률도 고려하여 적당한 차이를 벌려 놓았다.
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11차시: 머긴스게임을 통한 수학보드게임 개발 지도

학습 안내

앞으로도 새로운 게임들을 더 다루겠지만 이쯤에서 그 동

안 살펴본 주사위 윷놀이, 숫자볼링게임, 매지믹서, 루미큐브,

머긴스 게임 등의 다양한 수학 보드 게임을 되돌아보면서 한 

단계 마무리를 지으려고 합니다. 기존의 게임들은 행운도 어

느 정도 필요하지만 대부분은 수를 이용한 계산과 식 만들기,

다양한 조합, 그리고 경우의 수와 확률적인 사고를 바탕으로 

승리를 위해서는 종합적인 판단과 수학적 사고력이 필요한 것

들이었습니다.

수학 보드게임 개발을 위해서는 결국 (1)수학적인 내용 (2)

수학적 창의성, (3)수학적인 안목과 태도라는 수학 영재성의 3가지 요소를 골고루 잘 발휘해야 함을 알 

수 있습니다. Recreation 활동을 통한 Re-Creation 수학이라는 목표를 명심한다면 일반적인 활동의 즐

거움뿐만 아니라 수학적 내용 요소에 주목하면서 수학적으로 생각하고 활동하는 즐거움을 느끼게 됩

니다. 그러면서 기존의 게임을 활용하여 새로운 게임을 만들어 보려는 태도와 의지를 갖습니다.

유능한 교사는 자신의 지식을 가르치기보다 ‘What if (not)?'이라는 기법을 활용하여 학생의 내면에 

잠재되어있는 창조적 잠재성을 일깨워 재발명, 재창조로 안내하여야 합니다. 네덜란드의 수학교육자인 

프로이덴탈(H. Freudenthla)가 제안한 ‘안내된 재발명의 방법(guided re-invention)’에 견주어 우리는 이

것을 ‘안내된 재창조의 방법(guided re-creation)’이라고 부를 수 있기를 기대해 봅니다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. (지식과 이해) 수학 보드게임에 필요한 구성요소와 게임 방법을 구상할 수 있습니다.

2. (기능과 활동) 새로운 보드게임을 만들 수 있습니다.

3. (수학적 사고) 수학보드 게임이라는 목표를 명심한다면 일반적인 활동의 즐거움뿐만 

아니라 수학적 내용 요소에 주목하면서 수학적으로 생각하고 활동하는 즐거움을 느끼

게 됩니다.

4. (태도와 의지) 기존의 게임을 활용하여 새로운 게임을 만들어 보려는 태도와 의지

를 갖습니다.

5. (학습지도의 측면) 이상의 학습목표를 학생들도 성취할 수 있도록 지도하는 방법

과 수업에서 활용할 수 있는 몇 가지 소재를 배우게 됩니다.
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학습 내용

 1. 반성과 계획

지난 차시들에서 실시한 주사위 윷놀이나 숫자볼링게임, 매지믹서, 루미큐브 등을 회

상하면서 이제는 자신만의 새로운 수학보드게임을 만들어 봅시다.

교육활동 안내 Guide

1) 머긴스 게임을 하려는 모둠이 있다면 머긴스 게임의 용어들과 게임 방법을 설명하고 

그 게임을 2-3회 정도 직접 해보도록 합니다. 그러면서 기존의 머긴스 게임 규칙 중 적

절하지 못하다거나 더 필요하다고 생각한 규칙, 또는 바꾸어 보면 더 좋겠다고 느낀 점

이 있으면 아래에 적고, 친구들과 토론하면서 새로운 규칙으로 게임을 해 봅시다.

2) 업그레이드를 위한 소재로 주사위 윷놀이, 숫자볼링게임, 매지믹서, 루미큐브 또는 매

지믹서 중 하나를 모둠별로 선택하도록 합니다.

생각 더하기 Question

 그 활동(소재)를 택한 이유는 무엇인가?

 그 활동(소재)을 업그레이드 한다고 할 때 산출물 평가기준에서 우리 모둠이 가장 중

점을 둔 항목은 무엇인가?

Think+ 각 모둠의 작품에서 가장 핵심적인 부분은 무엇이며 작품명을 무엇이라고 지을 것인가?

2. 산출물 수행하기

기존의 게임과 형태는 유사하지만 다른 규칙이나 방법으로 진행하는 게임을 만들어도 

좋고, 보드판의 모양만 바꾸어도 되며, 형태와 방법이 전혀 다른 게임을 만들어도 좋습니

다. 둘씩 또는 모둠별로 활동하여도 좋습니다. 아래의 활동판은 머긴스게임을 변형할 수 

있는 놀이판의 예시입니다.

정보 더하기 Information

인터넷 사이트: Muggins Math Product Store, http://www.mugginsmath.com/

머긴스 게임 및 여러 가지 게임과 관련한 다양한 게임판을 소개
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3. 산출물 평가하기

 다른 모둠이 업그레이드 하거나 새롭게 만든 수학보드 게임을 상호 평가한다.

다른 친구들이 만든 보드 게임을 평가해 봅시다.

[아래의 평가 내용을 수정하거나 추가할 수도 있습니다.]

모둠

평  가   내  용

좋은 점/

아쉬운 점

내용 독창성 흥미 협동, 시간 발표력 그외

총 점

수학적인 
내용을 
포함한 

아이디어임

아이디어가신
선하고  

독창적임.

재미가 있음

협동심을 
발휘하여 

완료 시간을 
지킴

이해하기  
쉽게 발표함

추가할 평가 
항목:

5 5점 5점 5점 5점 30점

1

2

3

4

5

6

7

8
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4. 자기 반성 및 수정

 다른 모둠의 산출물을 평가해 보면서 우리 모둠의 산출물에 참고하거나 산출물을 수

정해야 할 부분은 무엇인지 반드시 검토해 보아야 합니다.

 모든 아이디어는 계속 다듬어져야 합니다. 즉, 우리가 만들었던 주사위 윷놀이, 매지믹

서, 숫자볼링 게임, 루미큐브, 머긴스 게임 역시 좀 더 개선할 점이 많습니다. 다른 모둠의 

작품에 대한 감상과 평가, 반성은 자신이 만든 게임에 중요한 아니디어를 제공해 줄 수 

있습니다. 그리고 ‘What if~?' 또는 ‘What if~not?' 전략을 사용하여 생활 속에서 여러 가

지 게임의 규칙이나 조건을 바꾸어 새롭게 변형해 볼거리가 있는지 찾아봅시다.

Think+ 각 모둠의 작품에서 가장 핵심적인 부분은 무엇이며 작품명을 무엇이라고 지을 것인가?

학습 평가

1. 이번 주제에서 배운 핵심 내용이나 느낀 점을 3가지만 적어 봅시다.

(1)

(2)

(3)

2. 다음은 ‘머긴스게임을 활용한 수학 보드게임 만들기 지도’에 대한 학습목표 달성 여부를 

확인하기 위한 자기평가표입니다. 각 평가 요소에 대한 자신의 성취도를 그 달성 정도에 

따라 ‘상’,‘중’,‘하’의 적당한 칸에 ‘✔’표시를 하시오. 가장 낮게 나온 평가 항목에 대해서

는 그 원인을 분석해 봅시다.

평가요소 자기평가
상 중 하

(1)머긴스 게임의 놀이 방법과 점수 계산법을 바르게 이해하였다.

(2)주사위를 던져 나온 눈들을 이용한 혼합계산을 바르게 하면서 높은 

점수를 얻기 위한 확률(가능성)도 고려하였다.

(3)새로운 게임을 만들 때 ‘what if?'/ ‘what if ~not?'의 방법을 적용

해 보려고 하였다.

(4)생활 속의 놀이에 들어있는 수학적인 사실이나 규칙을 변형하여 수

학적인 재창조(Re-Creation)를 해 보려는 마음가짐과 자신감, 욕구가 

생겼다.

(5)수학보드게임을 만들고 평가하는 지도 방법을 알고 응용할 수 있게 

되었다.

원인분석
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12차시: 탱그램(칠교판)

학습 안내

탱그램 책상(19세기, 중국)

http://www.members.aol.com/sth777/p1.gif
아파트 실내 디자인 예시

http://www.apartmenttherapy.com/uimages/ny/tangram2.jpg

탱그램은 7조각으로 이루어진 직소우(jigsaw) 즉, 끼워 맞추어 본래의 그림을 만드는 장
난감 퍼즐의 한 종류입니다. 우리나라에서는 전통적으로 ‘칠교놀이’라는 이름으로 전해 
오고 있었습니다. 오늘날의 보드게임판 처럼 손님이 잠시 머물면서 즐긴다고 해서‘유객판
(留客板)’이라고도 하고, 여러 가지 지혜를 짜내서 갖가지 모양을 만들므로 ‘지혜의 판’이
라고도 합니다.

19세기 중국에서는 탱그램 조각으로 이루어진 책상도 있었습니다. 유럽에서는 
Williams라는 사람이 1820년에 발간한 <유클리드에 관한 새로운 수학적 시도>라는 책에
서 수학 공부에 탱그램 퍼즐을 활용할 것을 제안하고 있습니다. 그 후 20세기에는 탱그
램이 유아에서부터 성인에 이르기까지 전 세계인들의 사랑을 받고 있는데 최근에는 생활 
디자인의 소재로도 자주 활용되고 있습니다.

이제 우리는 탱그램에는 어떤 수학적인 의미와 창의적인 즐거움이 있는 지 살펴보면
서, 각자의 수준에서 문제와 퍼즐에 도전하고 또 새로운 문제/새로운 퍼즐도 만들어 봅
시다. 다만, 만드는 모양은 반드시 수학적인 도형이어야 합니다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. (지식과 이해) 탱그램의 구성 원리를 알고 관련 문제를 해결할 수 있습니다.

2. (기능과 조작) 탱그램을 활용하여 여러 가지 모양의 다각형을 만들 수 있습니다.

3. (수학적 사고) 도형과 관련된 수학적 개념을 발견하는 동안 수학적으로 추론하여 

문제를 해결할 수도 있습니다.

4. (태도와 의지) 탱그램 퍼즐을 다루면서 여러 수학적 성질을 스스로 찾아보고 이유

를 따져 물어보려는 의지를 갖게 됩니다.
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[그림1] 서울 5호선 김포공항 역

학습 내용

1. 탱그램의 용어와 역사 

탱그램(Tangram, 칠교판)은 7조각으로 이루어진 직소우(jigsaw, 끼워 맞추어 본래의

그림을 만드는 장난감) 퍼즐의 한 종류입니다. 우리나라에서는 전통적으로 7조각으로 이

루어졌다고 하여 ‘칠교놀이’라는 이름으로 전해 오고 있었습니다. 오늘날의 보드게임판 처

럼 손님이 잠시 머물면서 즐긴다고 해서‘유객판(留客板)’이라고도 하고, 여러 가지 지혜를

짜내서 갖가지 모양을 만들므로 ‘지혜의 판(Board of Wisdom)이라고도 합니다. 최근에는

초등학교 교과서에 ’도형판‘이라는 이름으로 소개되기도 하고 생활 속의 디자인으로 다양

하게 활용되기도 합니다.([그림 1])

탱그램의 역사는 아주 오래되어, 중국에서는 4천년 전부터 즐겨왔다고 합니다. 미국의

퍼즐 전문가인 Samuel Loyd에 의하면, 기원전 20C에 중국의 탄이라는 사람이 탱그램에

관한 7권의 책을 편찬했는데 각 권에는 각각 1000개의 모형을 수록하고 있다고 합니다.

현재 알려진 바에 따르면 1780년대에 탱그램을 풀고 있는 두 명의 중국 여인을 그린 목

판화가 발견되었고, 탱그램 문제들을 다루고 있는 가장 오래된 출판물은 1813년 중국에서

발간된 것입니다. 19세기 중국에서 [그림 2]와 같은 칠교판 모양의 정사각형 탁자가 사용

되기도 했다고 합니다.

유럽에서는 윌리엄스라는 사람이 1820년에 발간한 <유클리드에 관한 새로운 수학적 시

도>라는 책에서 수학 공부에 탱그램 퍼즐을 활용할 것을 제안하고 있습니다. 그 후 20세

기에는 탱그램이 유아에서부터 성인에 이르기까지 전 세계인들의 사랑을 받고 있습니다.

 (참고: http://archimedes-lab.org/tangramagicus/pagetang1.html)
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2. 7조각으로 자르기

3. 공통점 찾기
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4. 등적 변형: 아래의 모양과 같이 7조각을 모두 사용하여 어떤 한 도형을 만든 상태에서, 일부 조각의 

위치를 옮겨가면서 새로운 다각형을 만들어 봅시다. 그러면 여러 가지 모양을 더 빨리 쉽게 만들 수 

있습니다.

5. 탱그램 게임

<게임 규칙>

① 한 변의 길이가 1이고 넓이가 8인 정사각형 탱그램이 있다.

② 탱그램 7조각들 중 일부 또는 전부를 사용하여 여러 가지 볼록다각형을 만든다.

③ 자신이 완성한 볼록다각형 하나에서 얻을 수 있는 넓이점수와 둘레 점수는 각각 
다음과 같으며 점수는 이 둘의 합으로 계산한다.(주의: 오목한 다각형은 0점)

④ 15분 동안 만든 모든 볼록 다각형들의 점수 합계가 높은 사람이 이긴다.(최대 5

개까지만 허용)

내가 완성한

도형의 모양

넓이점수 둘레점수
넓이+둘레 넓이/둘레

0.5 1 2 1 2

2 3 2 8 4
21.6 0.59

8 13.6

1 3 2 3 6
18.9 0.66

7.5 11.4

2 3 2 6 4
19.6 0.69

8 11.6

2 3 2 3 6
19.4 0.70

8 11.4

2 3 2 8 2
18.8 0.74

8 10.8

평균 7.9 11.76 19.66 0.67

6. 도형만들기 점수판
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학습 정리

1. 탱그램(칠교판)은 큰 정사각형을 7조각으로 잘라서 만든 조각퍼즐이다. 각 조각들의 각도는 모두 45도의 배

수들뿐이며, 변의 길이는 1과 2의 배수로만 이루어져 있어서 조각들의 각 변을 서로 이어맞추어 다양한 

도형을 만들기에 유용하다. 

2. 탱그램 조각들을 다루는 동안 밀기(평행이동), 돌리기(회전이동), 뒤집기(대칭이동)의 기능을 익히고 조작활동

을 통해 도형에 대한 공간감각을 기르며 도형의 성질을 탐구할 수 있게 된다. 

3. 탱그램 조각들을 가지고 단순히 모양이나 형상을 만들고 이름을 붙여보는 유아식 놀이에 그치지 않고  보다 

다양한 수학적인 도형 탐구(패러독스, 볼록 다각형 만들기 등)하는 동안 수학적인 생각을 유발하고 왜 그런지 

이유를 따져물어보려는 태도를 형성하기에도 유용한 소재가 많다.  

4. 참고문헌/참고사이트

특허청(2009). 발명으로의 몰입 2.0.(중급) 학생용.

박교식(2009). 다시보기 시리즈 6. 탱그램 다시보기. 수학사랑.

http://www.apartmenttherapy.com/uimages/ny/tangram2.jpg 아파트 내부 장식 디

자인

http://www.archimedes-lab.org/workshoptangram4.html 아르키메데스 실험실(탱그램 페러독스)
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학습 평가

1. 탱그램의 일부 또는 전부를 사용하여 만들 수 있는 다른 크기의 삼각형은 모두 몇 가지입니까?

① 3 ② 4 ③ 5 ④ 6 ⑤ 7

2. 탱그램의 일부 또는 전부를 사용하여 만들 수 있는 다른 크기의 정사각형은 모두 몇 

가지입니까?

① 1 ② 2 ③ 3 ④ 4 ⑤ 5

3. 탱그램 7조각을 모두 사용하여 만들 수 있는 볼록 다각형은 모두 몇 가지입니까?

① 11 ② 12 ③13 ④ 14 ⑤15
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13차시: 탱그램을 통한 다각형 탐구 지도 

학습 안내

   http://www.archimedes-lab.
org/workshoptangram4.html

  탱그램 각 조각들의 각도는 모두 45도의 배수들뿐이며, 변의 길이는 1과 2의 배

수로만 이루어져 있어서 각 변을 서로 이어맞추어 다양한 도형을 만들기에 유용합

니다. 탱그램 조각들을 다루는 동안 밀기(평행이동), 돌리기(회전이동), 뒤집기(대칭

이동)의 기능을 익히고 조작활동을 통해 도형에 대한 공간감각을 기르며 도형의 성

질을 탐구할 수 있습니다. 그러나 수학영재들을 위해서는 탱그램 조각들을 가지고 

단순히 모양이나 형상을 만들고 이름을 붙여보는 유아용 창의 놀이에 그치지 않고 

탱그램의 패러독스를 해결하거나 다양한 볼록 다각형 만들어 보는 동안 다양한 수

학적인 성질을 탐구하고 왜 그런지 이유를 따져 물어보는 등 수학적인 사고와 태도

를 길러 주어야 합니다. 그렇다면 이를 어떻게 지도할 수 있을지 알아봅시다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. (지식과 이해) 탱그램의 구성 원리를 알고 관련 문제를 해결할 수 있습니다.

2. (기능과 조작) 탱그램을 활용하여 여러 가지 모양의 다각형을 만들 수 있습니다.

3. (수학적 사고) 도형과 관련된 수학적 개념을 발견하는 동안 수학적으로 추론하여 문

제를 해결할 수도 있습니다.

4. (태도와 의지) 탱그램 퍼즐을 다루면서 여러 수학적 성질을 스스로 찾아보고 이유를 

따져 물어보려는 의지를 갖게 됩니다.

5.(학습지도의 측면) 이상의 학습목표를 학생들도 성취할 수 있도록 지도하는 방법과 

수업에서 활용할 수 있는 몇 가지 소재를 배우게 됩니다.
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학습 내용

1. 탱그램 조각의 원리와 성질

탱그램은 큰 직각이등변삼각형 2개와 중간 크기의 직각
이등변삼각형 1개, 작은 직각이등변삼각형 2개, 정사각형 
1개, 평행사변형 1개, 총 7개의 조각들로 구성되어 있습
니다. 그런데 이 조각들을 자르는 방법을 달리하면 오른쪽 
그림보다 더 적은 횟수로 7조각을 만들 수 있습니다.

2. 작은 정사각형의 변의 길이가 1cm인 아래의 칸에 다음 두 가지 방법으로 탱그램을 직접 그려봅시다. 

칠교판을 그리는 방법

(방법 1) (방법 2)

[그리기 연습] 왼쪽의 그림과는

다른 배치로 이곳에 그려보세요.

3. 위의 (방법 2)로 그린 각 조각들에 나타나는 각도와 변의 길이, 넓이를 비교하여 봅시다.

정보 더하기 Information

조각 조각들의 각도
(단위 o)

변의 길이
(단위 cm)

넓이
(단위 cm 2)번호 이름

①, ② 직각이등변삼각형 45 o, 45 o, 90 o 2, 2, 2 2

③, ⑤ 직각이등변삼각형 45 o, 45 o, 90 o 1, 1,

④ 정사각형 90 o, 90 o, 90 o, 90 o 1, 1, 1, 1 1

⑥ 평행사변형 45 o, 135 o, 45 o, 135 o 1, , 1, 1

⑦ 직각이등변삼각형 45 o, 45 o, 90 o , , 2 1

종합 45도의 배수들뿐임. 1, , 2 전체넓이는 8

(방법2)로 그린 탱그램 7조각들의 각도, 변의 길이, 넓이

활동 더하기

 가위나 칼을 최소한으로 사용하여 7조각으로 자르려고 할 때 자르는 최소횟수와 순서는?

중점연결정리 , 삼각형의 한 변과 나머지 두 변의 중점에 관한 기하학 정리로서 다음이 성립한다.

즉, 삼각형 ABC에서 AB와 AC의 중점을 각각 D, E라 하면 DE와 BC 평행이고, DE=
1
2
BC이다.

Think+ 탱그램을 그리는 동안 ‘삼각형의 중점연결정리’를 확인하였는가?
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4. 탱그램 패러독스

탱그램 조각 퍼즐을 이용하여 아래의 모양을 만들었습니다. 각 그림들은 탱그램 7조각

을 모두 사용하였는데도 오른쪽 그림들은 어떤 한 조각이 빠진 것처럼 보입니다.

(출처)http://www.archimedes-lab.org/wor

kshoptangram4.html 

1. 위의 그림들 중 한 쌍을 택하여 탱그램 조각들로 직접 만들어 보시오.

해설

 탱그램 패러독스(사용한 조각의 수와 전체적인 모양은 같지만 조금씩 다른 모양이 생

겨 넓이가 달라 보이는 현상)의 원인은 길이와 넓이의 차이에 따른 착시효과이다.

2. 아래의 두 직사각형은 각각 똑같은 7조각을 모두 사용하여 만든 것입니다. 그런데 오른쪽 그림은 가

운데 부분이 비어있습니다. 왜 그런지 그 이유를 설명해 보세요.

2번 해설 Information

왼쪽 그림이 한 변의 길이가 4인 정사각형이라면 오른쪽 

그림은 세로는 4, 가로는 3 2인 직사각형이다.

Think+ 탱그램 패러독스가 발생하는 원인이 무엇인가?
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5. 탱그램 게임 학습(개인용)

다음의 규칙에 따라 여러 가지 볼록 다각형을 만들고 아래의 각 물음에 답하시오.

<게임 규칙>

① (방법 2)로 그린 칠교판에서 가장 작은 정사각형의 크기를 1이라 합시다.

② 탱그램 7조각들 중 일부 또는 전부를 사용하여 볼록다각형을 그려봅시다. 이때 그 다각

형 안에 놓인 각 조각들의 테두리까지 그려주어야 합니다.

④ 자신이 만든 각 볼록다각형에서 얻을 수 있는 점수는 다음과 같습니다.

⑤ 한 도형으로 최대 점수를 얻은 사람에게는 그 도형의 변의 수만큼 보너스  점수를 얻습

니다.

⑥ 정해진 시간(예, 15분) 안에 많은 점수를 얻은 사람이 이깁니다.

1. 하나의 볼록 다각형에서 내가 얻은 최대 점수는 몇 점입니까?

2. 하나의 볼록 다각형서 얻을 수 있는 최대 점수는 몇 점일까요?

3. 칠각형을 만들 수 있나요? 팔각형은? 왜 그렇게 생각합니까?

4. 하나의 다각형에서 둘레가 가장 긴 도형은 어떤 것입니까?

해설

 볼록다각형 만들기의 넓이 점수를 극대화하기 위해서는 넓이점수의 식[(볼록다각형의 

변의 수)×(다각형의 넓이)×(사용한 조각의 개수)]을 살펴서 7조각을 모두 사용하면서 변

의 개수가 많은 다각형을 만들어야 함을 스스로 느끼도록 한다. 그러려면모든 조각을 사

용하면서 변의 수를 많게 하여야 한다. 즉, 7조각(넓이 8)을 모두 사용하여 육각형을 만들

면 6×8×7=336점이 최대임을 확인할 수 있다. 그렇다면 칠각형을 만들 수 있는지를 추가

로 확인해 보아야 한다. 6조각으로 칠각형( )을 만들 수는 있다. 하지만 7조각을 모두 

사용하여 칠각형을 만들 수는 없다.(이에 대한 증명은 나중에......)

교사는 “탱그램을 이용한 다각형을 만들어 갈 때 각 조각들의 변의 길이와 각도를 고려

하고 있는가?”를 질문해 주어야 한다.

Think+
7조각을 모두 사용한 육각형에서 코너 부분의 작은 한 조각을 떼어내서 변을 늘리면 6조각

으로 칠각형을 만들 수 있지 않을까?
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도형의 번호 가 나 다 라 마 바 사 아 자 차 카 타 파 계

내부 선분의
개수(A) 5

뒤집은(빗금친)
조각의 개수(B) 0

모둠 활동지
_________________조

조원의 이름:_______________________________

칠교판으로 만든 도형들의 가장 깔끔한 해법 찾기

다음은 칠교판 7조각을 모두 사용하여 만들 수 있는 (볼록) 다각형들이다. ‘나’도

형에 그려진 7조각의 모양은 모두 앞면이라고 한다. 각 도형의 해법마다 뒤집은

조각(빗금으로 표시)의 개수를 A, 내부 선분의 개수를 B라 할 때, A+B값을 ‘깔끔

지수’라 하자. 이제 각 도형의 해법을 그린 후 그 도형의 깔끔지수를 확인할 수 있

도록 A(B)로 나타내기로 한다.

깔끔지수가 가장 낮은 깔끔한 해법들을 찾아보자.

[해법]

[각 도형들의 깔끔지수]

[깔끔지수를 낮출 수 있는 방법은?]

문제1. 자신이 완성한 볼록다각형은 모두 몇 가지입니까?

문제2. 칠교판 7조각을 모두 사용하여 만들 수 있는 볼록 다각형은 모두 13가지뿐임을 증명하시오.
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4번의 해설 Information

 조각들을 모두 사용하여 만들 수 있는 다각형의 내각 중에서 45°의 개수를 p개, 90°의 개수를 q개, 135°의 개수
를 r개라고 하면 p+q+r=n이다. 또 n각형의 내각의 크기의 합은 180(n-2)°이므로, 45p+90q+135=180(n-2)에서 
p+2q+3r=4(n-2)을 얻는다. 이로부터 2p+q=8-n( , p와 q는 0이상의 정수이고, n은 3이상 8이하의 자연수)

이 조건을 만족하는 p, q, n을 구하면 다음 표와 같다.
각형

각도별
개수

3 4 5 6 7 8 참고

(45 ) 2 0 1 2 0 1 0 1 0 0 6조각으로
만든 칠각형

(90 ) 1 4 2 0 3 1 2 0 1 0

(135 ) 0 0 1 2 2 3 4 5 6 8

종류 직각이등
변삼각형

직사각형1
정사각형1 사다리꼴

평행사변형1
등변사다리꼴1 대칭형 비대칭형

선대칭1
점대칭1
선점대칭2

불가 불가 불가 계

개수 1 2 2 2 1 1 4 0 0 0 13

그러나 이 중 7조각들의 변의 길이와 넓이를 고려하면 여러 개를 만들 수 있는 경우도 있지만 볼록다각형으로는 만들 수 없는 
경우도 있다. 예를 들어 위의 표에서 모든 각이 90̊인 정사각형과 직사각형은 같은 종류이지만 서로 다른 모양이 된다.

Think+
탱그램 조각을 직접 만지지 않고 각 조각의 특징(각도, 변의 길이, 넓이 등)을 이용하여 활
동판 위에 직접 그릴 수는 없을까?
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7. 학습정리 및 후속 활동(산출물, 유사탱그램 만들기) 안내

1. 탱그램을 활용한 패러독스나 볼록다각형 만들기 학습을 위해서는 학생들이 조각들

의 기본 생성 원리(각도, 길이, 넓이 등)를 정확히 알 수 있도록 해야 한다.

2. 탱그램과 유사탱그램을 활용한 수업은 전체 3~6차시로 구성할 수 있다. 학생들에게

아래와 같은 내용으로 산출물(프로젝트)를 미리 공지해 주면 좋다.

[ (프로젝트) 안내] 앞으로 몇 차시 동안 탱그램과 유사탱그램을 탐구한 후 마지막 에

는 개별(또는 모둠별)로 자기 주도적으로 만든 산출물을 제출해야 합니다. 산출물의 주제 또는 제목은 

「내가 만든 유사탱그램과 그것을 활용한 탐구활동이나 게임, 문제 만들기」입니다.

기존의 탱그램(칠교판)은 정사각형을 7조각으로 자른 모양입니다. 이제‘What if~?' 또는 'What if

~not?'이라는 전략을 사용하여 각 조건들을 변경해 보면 어떨까요? 앞으로 확인하게 되겠지만, ‘8조각 또

는 6조각으로 자른다면?’에서 팔교판 또는 육교판이 만들어지며, ‘정사각형이 아니라면?’에서 유사탱그램

들이 만들어집니다. 또 ‘왜 평면이어야만 하나?’라는 질문에서 입체탱그램을 만들 수도 있습니다. 이처럼 

조건이나 규칙, 놀이 방법, 승리 방법 등을 다양하게 변형하면 자신들만의 유사탱그램을 쉽게 만들 수 있

습니다. 어떤 것을 만들지 미리미리 생각하면서 기본적인 아이디어와 생성 원리를 기록해 두기 바랍니다.

여러분들이 만든 수학보드게임의 평가기준은 활동 6의 5가지 기준(수학적 내용, 독창성, 흥미, 협동성,

발표력)에 따르면서 추가할 수도 있고 아래 7가지 기준(첫 글자만 모으면 DIGITAL)으로 변경할 수도 있

습니다.

(1) Difference(차별성, 색다름의 정도)

(2) Interest(재미, 몰입할 수 있는 정도)

(3) Googlization(참고 자료들의 출처와 근거를 제시)

(4) Integration(다양한 내용과 요소의 통합)

(5) Trend(시대적 흐름과 경향을 반영)

(6) Analysis(철저한 내용 분석, 수학적 원리와 의미 포함)

(7) Liberal(자유분방한 생각과 창의성)
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학습 평가

  학생들에게는 학습한 핵심내용이나 느낀점을 3가지 정도 적도록 하고 학습목표의 달

성여부를 스스로 확인하는 자기평가표에 체크하고 가장 낮게 나온 평가 항목에 대해서

는 그 원인을 분석해 보도록 하고자 합니다. 그러기 위해 자신이 먼저 직접 자신을 평

가해봅시다.

1    이번 주제에서 배운 핵심 내용이나 느낀 점을 3가지만 적어 봅시다.

(1)

(2)

(3)

2    다음은 ‘탱그램(칠교판)퍼즐’에 대한 학습목표 달성 여부를 확인하기 위한 자기평가표입니다. 각 

평가 요소에 대한 자신의 성취도를 그 달성 정도에 따라 ‘상’,‘중’,‘하’의 적당한 칸에 

‘✔’표시를 하시오. 가장 낮게 나온 평가 항목에 대해서는 그 원인을 분석해 봅시다.

평가요소 자기평가
상 중 하

(1)탱그램(칠교판)을 잘라 만드는 방법을 바르게 이해하면서 그 속에도 

‘삼각형의 중점연결정리’가 적용된다는 것을 알았다. 

(2)탱그램 각 조각들의 특징을 이해하였다. 

(3)탱그램 7조각을 사용하여 여러 가지 볼록다각형들을 만들 수 있었다.

(4)탱그램 패러독스가 발생한 원인을 설명할 수 있다.

(5)탱그램 퍼즐을 다루면서 단순한 놀이나 무늬 꾸미기가 아닌 수학적 

사실이나 성질을 스스로 찾아보려는 의지가 생겼다.   

(6)탱그램을 이용하여 유사탱그램을 만들어 보려는 마음가짐이나 지도의 

자신감이 생겼다.

원인분석
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그리스신화의 
스핑크스, BC 540년, 
뉴욕 메트로폴리탄 

미술관 소장 “하나의 목소리를 갖고 아침에는 네 발, 낮에는 두 발, 저녁에는

세 발이 되는 것이 무엇인가?”

14차시: 스핑크스 퍼즐

학습 안내

오이디푸스와 스핑크스
http://blogimg.ohmynews.com/attach/3590/1355689627.jpg

스핑크스에는 두 가지의 종류가 있습니다. 하나는 이집트의 피라미드를 지키는 스핑크스이고 

다른 하나는 그리스-로마신화에서 나오는 스핑크스인데 이는 여성의 얼굴에 날개 달린 사자의 

모습을 한 괴물입니다. 여기서는 그리스 로마 신화에 나오는 수수께끼와 관련된 스핑크스입니다.

‘스핑크스의 옛날 수수께끼와 새로운 스핑크스 퍼즐’에 관한 애니메이션에서 보셨듯이, 본 강

좌에서는 스핑크스의 전설에 나왔던 그 스핑크스가 오늘날 되살아나서 스스로 지식이 있다고 

자랑만 하는 영재들에게 새로운 도전을 하고 있습니다. 현대의 오이디푸스처럼 이제 스핑크스퍼

즐을 잡으러 함께 떠나 볼까요?

�  스핑크스의 옛날 수수께기와 새로운 스핑크스 퍼즐
스핑크스는 두 가지 종류가 있습니다. 하나는 이집트의 피라미드를 지키는 

스핑크스이고 다른 하나는 그리스-로마신화에서 나오는 스핑크스인데 이는 

여성의 얼굴에 날개 달린 사자의 모습을 한 괴물입니다. 여기서는 그리스 로

마 신화에 나오는 수수께끼와 관련된 스핑크스입니다.

스핑크스는 늘 자신이 사람보다 지혜롭다고 여기고 사람을 아주 무시했습

니다. 그래서 나그네들이 많이 지나다니는 길목에 버티고 서서 다음의 수수께

끼를 내고 그것을 푸는 사람만 그 길을 지나갈 수 있고 그렇지 못하면 잡아

먹겠다고 했습니다.
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오이디푸스

많은 사람들이 그곳을 무심코 지나거나 자신의 오만함을 자랑하려

다가 죽었습니다. 그 때 오이디푸스(Oedipus)라는 사람이 나타나 다

음과 같이 말했습니다.

“어려서 네 발로 기다가 커서는 두 발로 걸으나 늙어서는 다시

지팡이를 짚어 세 발이 되는 사람이 아니겠는가!”

그러자 스핑크스는 비로소 자기보다 더 현명한 사람도 있음을 알

고 부끄러워하며 스스로 죽어버렸다고 합니다. 이때부터 오이디푸스

는 그 지역의 모든 사람들의 존경을 받게 되고 결국은 그들의 왕이 되었습니다. 한 사람

의 지혜로운 사람이 수많은 사람의 목숨을 건지게 된 것입니다.

그리스-로마 신화에 나오던 스핑크스가 아래와 같은 새로운 퀴즈를 들고 살아나 오늘

날 현대인들 중에 지식 있다고 자랑하는 사람을 찾고 있습니다.

<스핑크스의 새로운 퍼즐>

“내가 준 7조각을 모두 사용하여 만들 수 있는 볼록한 모양의 다각형은 모두 몇

가지인가?”

이 스핑크스 퍼즐을 탐구하면서 그 옛날 오이디푸스라는 한 사람의 지혜로운 사람이 

수많은 사람의 목숨을 건지게 되었듯이, 여러분 또한 자신이 가지고 있는 지식과 지혜를 

오늘날 다른 사람을 위해 봉사하는데 사용할 수 있기를 기대합니다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. (지식과 이해) 유사칠교판인 스핑크스퍼즐의 구성 원리를 알고 관련 문제를 해결할 

수 있습니다.

2. (기능과 조작) 스핑크스퍼즐을 활용하여 여러 가지 모양의 다각형을 만들 수 있습니

다.

3. (수학적 사고) 일상적인 용어인 ‘깔끔함’을 수학적으로 정의하면서 보다 ‘깔끔한’ 도

형을 만들기 위한 공간감각(시각화)과 기호의 표현 등을 활용하여 과제를 수행하고 

새로운 문제를 만들어 낼 수 있습니다.

4. (태도와 의지) 스핑크스의 새로운 퍼즐을 해결하겠다는 의지와 도전감을 갖게 됩니

다.
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출처:http://www.johnrausch.com/PuzzlingWorld/chap01c.htm

7 수학 교과서에 소개된 7조각 

모자이크퍼즐 

(5-나, 137-138쪽)

학습 내용

1. 스핑크스퍼즐의 유래

스핑크스(Sphinx)는 두 가지의 종류가 있습니다.

하나는 이집트의 피라미드를 지키는 스핑크스이고 

다른 하나는 그리스-로마신화에서 나오는 스핑크스인

데 이는 여성의 얼굴에 날개 달린 사자의 모습을 한 

괴물입니다. 여기서는 그리스 로마 신화에 나오는 수

수께끼와 관련된 스핑크스입니다.

스핑크스 퍼즐은 독일의 리히터회사가 1800년대에 

유행하던 여러 가지 퍼즐을 모아 소개하고 있는 것들 

중에 하나입니다. 이는 존 라우쉬닷컴

(http://www.johnrausch.com)에서도 간단히 소개하

고 있지만 네덜란드의 수학교육학자인 반힐레(Pierre

van Hiele)가 ‘7조각 모자이크 퍼즐’라는 이름으로 이 

퍼즐을 소개하면서 기하학적 사고력 개발에 좋은 도

구라고 제안함에 따라 우리나라의 7차 5학년 수학교

과서에서 문제 푸는 방법 찾기를 다루는 마지막 쪽에

도 소개하고 있습니다.

하지만 이것을 사용한 학습 활동 내용은 매우 빈약한 편입니다. ‘7조각 모자이크 퍼즐’

은 칠교판(탱그램)과 비교해 볼 때 조각의 개수가 7개라는 것 외에도 몇 가지 차이가 있

습니다. 칠교판은 정사각형과 그것을 이등분한 직각이등변삼각형을 기본형으로 사용하므

로 각 조각에 나타나는 각도는 45 o , 90 o, 135 o뿐이므로 정삼각형이나 둔각삼각형은 만들

지 못하고 그 7조각으로 만들 수 있는 다각형은 모두 13가지뿐입니다. 그래서 좀 더 다양

한 다각형을 만들 수 있는 퍼즐 조각이 필요함에 따라 만든 유사탱그램 중의 하나입니다.

이는 탱그램보다 훨씬 더 다양한 수학적 도형을 만들 수 있습니다.

본 강좌에서는 이 ‘7조각 모자이크 퍼즐’에 스핑크스의 전설을 결부시켜 ‘스핑크스퍼즐’

이라는 이름으로 사용하고자 합니다.



14차시: 스핑크스 퍼즐
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2. 스핑크스퍼즐 자르기

3. 마우스 조작법
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4. 도형의 이름

5. 공통점 찾기
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6. 수준별 학습
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7. 게임하기

<게임 규칙>

① 16칸 크기의 직육면체 스핑크스 퍼즐이 있다.

② 스핑크스퍼즐 7조각들 중 일부 또는 전부를 사용하여 여러 가지 볼록다각형을 만
든다.

③ 자신이 완성한 볼록다각형 하나에서 얻을 수 있는 넓이점수와 둘레 점수는 각각 
다음과 같으며 점수는 이 둘의 합으로 계산한다.(주의: 오목한 다각형은 0점)

④ 15분 동안 만든 모든 볼록 다각형들의 점수 합계가 높은 사람이 이긴다.

(최대 5개까지만 허용)

<스핑크스퍼즐 조각들>           <스핑크스퍼즐 활동판>

[질문1] 한 가지 다각형에서 넓이를 

최대로 하려면 어떻게 해야 할까?

[질문2] 한 가지 다각형에서 둘레의 

길이를 최대로 하려면 어떤 모양이 

유리할까?

[질문3] 둘레점수와 넓이점수의 합이 

가장 큰 도형은 어떤 모양일까?

[질문4] 넓이/둘레의 값이 가장 큰 도

형을 만들려면 어 어떤 모양이어야 

할까?

내가 완성한

도형의 모양

넓이점수 둘레점수
넓이+둘레 넓이/둘레

1 2 3 4 1 3

2 2 2 1 10 0
26.00 1.60

16 10

2 2 2 1 6 3
27.19 1.43

16 11.19

2 2 2 1 4 4
26.92 1.57

16 10.92

2 2 2 1 8 4
30.92 1.07

16 14.92

<도형5>

평균 7.9 11.76 27.76 0.67

도형만들기 점수판



14차시: 스핑크스 퍼즐

- 115 -

학습 정리

1. 스핑크스 퍼즐은 세계의 여러 가지 퍼즐을 소개하는 존 라우쉬닷컴(http://www.johnrausch.com)에 간단

히 언급되고 있지만 네덜란드의 수학교육학자인 반힐레(Pierre van Hiele)가 ‘7조각 모자이크 퍼즐’라는 

이름으로 이것이 기하학적 사고력 개발에 좋은 도구라고 제안함에 따라 우리나라의 수학교과서에도 소개하고 

있는 유사탱그램의 일종이다. 하지만 이것을 사용한 학습 활동 내용이 매우 빈약하여 본 강좌에서 이 퍼즐에

다 스핑크스의 전설을 결부시켜 ‘스핑크스퍼즐’이라는 이름으로 사용한 것이다.

2.  탱그램(칠교판)은 정사각형을 기본형으로 그것을 이등분한 직각이등변삼각형이 사용되므로 각 조각에 나타

나는 각도는 45 o의 배수들뿐이며 변의 길이는 1과 2의 배수이다. 이에 반해 스핑크스퍼즐은 정삼각형을 

기본으로 그것을 이등분하여 만든 둔각이등변삼각형이 사용되므로 각 조각에 나타나는 각도는  30 o의 배수

들뿐이며 변의 길이는 1과 3의 배수이다.

3. 스핑크스퍼즐로 여러 가지 볼록 다각형을 만들 수 있다. 주어진 도형이외에 새로운 도형들을 찾아보면서 모두 

몇 가지나 만들 수 있는지 증명해 보자.

4. 참고문헌/참고사이트

특허청(2009). 발명으로의 몰입 2.0.(중급) 학생용.

http://www.johnrausch.com/PuzzlingWorld/chap01c.htm 존 라우쉬의 퍼즐의 세계(스핑크스퍼즐은 그림 15의 #7)

학습 평가

1. 스핑크스퍼즐의 일부 또는 전부를 사용하여 만들 수 있는 크기가 다른 삼각형은 모두 

몇 가지입니까?

① 3 ② 11 ③ 12 ④ 13 ⑤ 14

2. 다음 중 스핑크스퍼즐 7조각을 모두 사용하여 만들 수 있는 볼록다각형은?

① 직각삼각형  ② 정사각형 ③ 정육각형 ④ 칠각형 ⑤ 정팔각형

3. 다음 중 탱그램 7조각을 사용하여 만들 있는 볼록 다각형들 중에 ‘넓이/둘레’의 값이 

가장 큰 모양은?

① ② ③ ④ ⑤  
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오이디푸스와 스핑크스

15차시: 스핑크스퍼즐을 통한 도형 놀이 지도 

학습 안내

스핑크스(Sphinx) 퍼즐은 독일의 리히터회사가 

1800년대에 유행하던 여러 가지 퍼즐을 모아 소개하고 있

는 것들 중에 하나로 존 라우쉬닷컴

(http://www.johnrausch.com)에서 간단히 소개하고 있으

며 네덜란드의 수학교육학자인 반힐레(Pierre van Hiele)가 

‘7조각 모자이크 퍼즐’라는 이름으로 이 퍼즐을 소개하면

서 기하학적 사고력 개발에 좋은 도구라고 제안함에 따라 

우리나라의 7차 5학년 수학교과서에서 문제 푸는 방법 찾

기를 다루는 마지막 쪽에도 소개하고 있습니다. 하지만 학

습 활동 내용은 매우 빈약한 편입니다. ‘7조각 모자이크 퍼

즐’은 칠교판(탱그램)과 비교해 볼 때 조각의 개수가 7개라

는 것 외에도 몇 가지 차이가 있습니다.

탱그램 조각들은 각도는 45도의 배수이며 변의 길이는  

2의 배수인 조각퍼즐임에 반해 스핑크스퍼즐 조각들은 각도가 30도의 배수이며 변의 

길이는 3의 배수인 조각퍼즐이므로 탱그램으로는 만들지 못하던 정삼각형과 둔각삼각

형까지 만들 수 있고 만들 수 있는 볼록 다각형들도 훨씬 더 다양합니다. 스핑크스퍼즐 

조각들을 다루는 동안 탱그램을 통해 학습한 밀기(평행이동), 돌리기(회전이동), 뒤집기(대

칭이동)의 기능을 익히고 조작활동을 통해 도형에 대한 공간감각 기르기, 도형의 성질 탐

구들뿐만 아니라 보다 다양한 게임도 진행할 수 있습니다. 이제 이를 어떻게 지도할 수 

있을지 알아봅시다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. (지식과 이해) 유사칠교판인 스핑크스퍼즐의 구성 원리를 알고 관련 문제를 해결할 수 있습니다.

2. (기능과 조작) 스핑크스퍼즐을 활용하여 여러 가지 모양의 다각형을 만들 수 있습니다.

3. (수학적 사고) 일상적인 용어인 ‘깔끔함’을 수학적으로 정의하면서 보다 ‘깔끔한’ 도형을 만들

기 위한 공간감각(시각화)과 기호의 표현 등을 활용하여 과제를 수행하고 새로운 문제를 만들

어 낼 수 있습니다.

4. (태도와 의지) 스핑크스의 새로운 퍼즐을 해결하겠다는 의지와 도전감을 갖게 됩니다.

5. (학습지도의 측면) 이상의 학습목표를 학생들도 성취할 수 있도록 지도하는 방법과 수업에서 

활용할 수 있는 몇 가지 소재를 배우게 됩니다.

  이 강좌를 통해 여러분은 지난 시간에 학습했던 4가지 학습목표를 재확인하면서 이제 그것을 학생들도 성취

할 수 있도록 지도하는 방법과 수업에서 더 활용할 수 있는 몇 가지 소재들을 배우게 됩니다.
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스핑크스퍼즐 설계도

학습 내용

1.퍼즐 조각 탐구

탱그램은 정사각형을 7조각으로 자른 것이라면 스핑크스 퍼

즐은 직사각형을 7조각으로 잘랐습니다. 탱그램 조각들 중 가

장 작은 삼각형이 정사각형의 절반이 되도록 만든 것이라면 

스핑크스 퍼즐 조각들 중 가장 작은 삼각형은 정삼각형이 되

도록 만든 것입니다.

1) 한 변의 길이가 2인 정삼각형을 그림과 같이 절반으로 나누었을 

때의 각도, 변의 길이와 넓이의 관계를 알아보시오. 

절반으로 쪼개고 아래의 직각삼각형을 뒤집어 윗쪽으로 붙이면 왼쪽의 직사각형을 만

들 수 있습니다. 그리고 돌리기만 해서 오른쪽으로 붙이면 둔각이등변 삼각형을 만들 수도 있습니

다. 정삼각형의 모든 각도는 60도이므로 이를 이등분하면 각도는 30, 60, 90도이고 변의 길이는 1:

3 :2인 직각삼각형을 얻을 수 있습니다. 따라서 스핑크스퍼즐에서 2번의 둔각이등변삼각형은 1번

의 정삼각형과 크기가 같습니다.

  2) 스핑크스퍼즐의 각 조각들의 특징을 알아봅시다.

조각 조각에 나타나는 
모든 각도(단위 o)

평행인 쌍의 
개수

대칭축
의 개수

정삼각형을 기준으로

번호 이름 변의 길이 넓이 크기

① 정삼각형 60, 60, 60 0 3 1, 1, 1 1
1
16

②
둔각이등변

삼각형 30, 30, 120 0 1 1, 1, 3 1
1
16

③,④ 직각삼각형 30, 60, 90 0 0 1, 3 , 2 2
1
8

⑤ 직사각형
90, 90,
90, 90 2 2 1, 3 4

1
4

⑥ 등변사다리
꼴

60, 60, 120, 120 1 1 1, 1, 1, 2 3
3
16

⑦ 사다리꼴 30, 60, 120, 150 1 0 1, 1, 3 , 2 3
3
16

종합 30도의 배수들
비대칭인 도형은 두
종류뿐(3개) 1, 3 , 2 16 1

 3) 스핑크스퍼즐의 작은 조각들을 사용하여 더 큰 조각을 만들어 봅시다.



- 118 -

2. 조각과 친해지기

1) 스핑크스퍼즐 7조각을 사용하여 아래의 직사각형과 정삼각형을 만들어 봅시다. 왼쪽의 그림과 전체의 

모양은 같지만 안쪽에 놓인 조각들의 위치는 다를 수 있습니다. 자신이 직접 만든 직사각형과 정삼각

형을 오른쪽에 다시 그려 보시오. 

직사각형 직사각형을 왼쪽과 다르게 그리기

① 내부에 사용한 선분의 개수 : 6 개           

② 나의 직사각형 모양을 그리는 데 필요한 선분의 개수: 개    

활동 더하기 Activity

 가위나 칼을 최소한으로 사용하여 7조각으로 자르려고 할 때 자르는 최소횟수 구하기
① ② ③ ④ ⑤

� 

바둑돌을 준비하여 스핑크스퍼즐에서의 천재재수를 나타내는 점수로 약속하고,

퍼즐을 탐구하면서 도형을 하나씩 만들거나 선분의 수 또는 뒤집은 조각의 수를 

줄인만큼 스핑을 얻어가는 방식으로 게임의 묘미를 가미할 수도 있습니다.

(약속하기) 스핑(sphin): 스핑크스퍼즐에서 천재지수를 나타내는 점수 단위

☻ 은행의 준비물 : 바둑돌 다수(바둑돌 개당 1스핑, 큰 수는 색깔로 구분할 수도 있음)

(규칙) 1. 주어진 퍼즐 또는 문제를 풀거나 선생님이 내 주시는 문제를 해결하면 

스핑을 얻는다.

2. 짝 게임에서 이기면 거기에 걸린 스핑을 얻는다.

3. 가장 많은 ‘스핑’을 얻는 사람이 이긴다.

4. 정해진 활동 이외의 암거래를 하거나 규칙을 어기면 스핑을 벌금으

로  물어야 한다.
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(2)

정삼각형(색칠은 뒤집은 조각 표시임) 정삼각형을 다르게 그리기

① 내부에 사용한 선분의 개수 : 7 개         ① 필요한 선분의 개수: ___5____ (개)

② 뒤집은 조각의 개수  : 2 개               ② 뒤집은 조각의 개수: 1 (개)

2. 앞에서 주어진 왼쪽 그림과 여러분 각자가 그린 그림, 그리고 친구들이 그린 그림들 중에서 어떤 모

양이 더 깔끔한지 토론해 봅시다. 여기서 ‘깔끔하다’는 뜻은 무엇일까요? 

Definition(정의)

스핑크스퍼즐로 만든 도형의 내부에 그린 선분의 개수를 A, 기본 직사각형을 기준

으로 뒤집은 조각의 개수를 B라 할 때 A(B)로 나타내고, A+B를 ‘깔끔지수’라 합시다.

이때 이 깔끔지수가 더 적은 도형을 ‘더 깔끔하다'고 합니다.

    스핑크스퍼즐의 해법을 그리는데 사용한 선분의 개수를 A, 기본형인 그림 4-1

을 기준으로 뒤집은 조각의 개수를 B라 하고 A(B)로 표시하기로 합니다. 이때 

A+B를 스핑크스퍼즐 해법의 ‘깔끔지수’라고 약속하고 이 깔끔지수가 더 적은 도형

을  ‘더 깔끔하다'고 하기로 합니다.

이때 뒤집은 조각의 개수를 골프에서의 ‘우드 또는 아이언 샷의 수’, 뒤집은 조각

의 개수를 ‘퍼팅의 수’처럼 생각하면 깔끔지수가 7인 것을 기준으로 하나를 줄이면 

버디, 둘을 줄이면 이글, 셋을 줄이면 알바트로스 해법이라고 하고, 하나가 더 늘어

난 것은 보기, 둘이 늘어난 것은 더블보기 라는 식으로 부르면서 골프 처럼 합계가 

더 낮은 사람이 이기는 게임으로 활동을 진행할 수 있습니다.
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3. 모든 크기의 삼각형 만들기

1) 스핑크스퍼즐 7조각의 일부 또는 전부를 사용하여 여러 가지 크기의 삼각형을 만들어 보시오.

직각삼각형

정삼각형

4(0)

둔각이등변삼각형

3(1)
7(1)

1(0)

2(0)

3(1)
7(1)

[참고] 위 그림에서 빗금을 친 조각은 설계도의 직사각형을 기준으로 최초로 배열된 각각의 조각들을 뒤
집은 것이다. 각 도형에 적은 수는 ‘내부에 그린 선분의 수(뒤집은 조각의 수)’를 A(B)로 나타낸 것이다.

해설

 스핑크스퍼즐 조각들의 각도는 30 o의 배수이므로 정삼각형과 직각삼각형, 둔각이등변

삼각형을 만들 수 있다. 모든 조각의 넓이(단위)는 1, 2, 3, 4뿐이므로 이를 사용하여 만

든 다각형의 넓이도 자연수의 배수이다. 이제 넓이가 16(단위)이 될 때까지 기준이 되

는 한 변의 길이를 차례로 1과 3의 배수로 늘려가면서 구하면 그림과 같이 13가지뿐

이다.

 스핑크스퍼즐 7조각을 모두 사용하여 만든 삼각형은 두 가지([그림 14]의 3-1, 3-2) 뿐

인데 그 이유는 간단하다. 우선, 스핑크스퍼즐 7조각들에 나타나는 각도는 30˚, 60˚, 90˚,

120˚, 150˚이다. 이들이 각 도형의 꼭지점에 나타나는 개수를 각각 a, b, c, d, e개라 하

고 아래의 두 식을 세워서 풀면 된다.

30a + 60b + 90c + 120d + 150e =180 ……①

a + b + c + d + e = 3 ……②

두 식을 만족시키는 모든 경우는 다음과 같이 두 가지 뿐이다.

(1) c=3, a=b=d=e=0일 때; (3-1의 정삼각형)

(2) e=0, d=1일 때; a+2b+3c=2, a+b+c=2.

∴a=2, d=1, b=c=e=0.(3-2의 둔각이등변삼각형)
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4. 다각형 이름 부르기 게임(2인용)

 두 사람이 번갈아 가며 볼록다각형을 계속 만들어 가기 게임

(예) 번호는 조각을 놓은 순서임.

직사각형 조각을 놓을 수 없으므로

나중에 놓은 사람이 이겼다.

짝

게임

1. 한 세트(7 조각)의 스핑크스 퍼즐을 준비한다.

2. 가위, 바위, 보에서 이긴 사람이 게임을 먼저 시작할지 나중에 시작

할지를 정한다.

3. 두 사람이 번갈아 가며 조각을 하나씩 택하여 이미 놓인 조각 의 

변에 정확히 맞닿도록 붙여 놓으면서 자신이 만든 전체 도형의 정확한 이름을 말한다. (4번과 5번 

조각을 붙여놓은 삼각형은 그냥 ‘삼각형’이라고 하면 안 되며 ‘둔각이등변삼각형’이라고 해야 한다.

자신이 잘못 말한 이름을 더 정확하게 고쳐 준 사람에게 자신의 1스핑을 준다.)

4. 볼록다각형을 계속 만들어 가면서 더 이상 만들지 못하거나 놓을 조각이 없는 사람이 진다.(오목한 

모양의 다각형을 만들어서는 안 된다. 각 회에서 이긴 사람이 1스핑을 얻는다.)

5. 다시 게임을 할 때는 이미 만들었던 다각형과 똑같은 모양으로 이기거나 똑같은 전략을 사용하면 안

된다.(기억력이 나쁜 벌칙으로 패함.)

6. 3판 2선승제로 게임을 하여 이긴 사람이 두 사람의 대결에서 승리한 것으로 한다.(모둠별 순위별로 

10, 7, 5, 3 스핑의 보너스를 얻는다.)

7. 각 조별 우승자들끼리 결승 토너먼트전을 벌일 수도 있다.(우승은 10스핑, 준우승 5스핑)

Think+ 게임2에서 각 조각이 하나 먼저 놓여있을 때 그 때의 필승전략을 찾거나 先手必敗인 조각을 찾아라! 

8. 다각형 만들기 게임(개인용)

 스핑크스퍼즐 7조각을 모두 사용하여 아래의 조건에 맞는 볼록다각형을 만들고 내부에는 각 조각의 테

두리를 자세히 그린다음, 각 해답별로 A(B)를 표시한 다음 아래의 조건을 만족하는 도형을 찾아봅시

다.

(1) ‘점수=(다각형의 변의 수×다각형의 넓이×사용한 조각의 개수)’가 최대인 도형

(2) 변의 수가 가장 많은 도형

(3) 둘레의 길이가 가장 긴 도형

(4) ‘넓이/둘레’의 값이 가장 큰 도형
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<게임 규칙>

① 16칸 크기의 직육면체 스핑크스 퍼즐이 있다.

② 스핑크스퍼즐 7조각들 중 일부 또는 전부를 사용하여 여러 가지 볼록다각형을 만
든다.

③ 자신이 완성한 볼록다각형 하나에서 얻을 수 있는 넓이점수와 둘레 점수는 각각 
다음과 같으며 점수는 이 둘의 합으로 계산한다.(주의: 오목한 다각형은 0점)

④ 15분 동안 만든 모든 볼록 다각형들의 점수 합계가 높은 사람이 이긴다.

(최대 5개까지만 허용)

<스핑크스퍼즐 조각들>           <스핑크스퍼즐 활동판>

다음과 같은 질문을 준비해 두
고 적절할 때 생각을 유도하는 질문을 던
질 필요가 있습니다.

[ 1] 한 가지 다각형에서 넓이를 최대

로 하려면 어떻게 해야 할까?

[발문2] 한 가지 다각형에서 둘레의 길이

를 최대로 하려면 어떤 모양이 유리할까?

[발문3] 둘레점수와 넓이점수의 합이 가장 

큰 도형은 어떤 모양일까?

[발문4] 넓이/둘레의 값이 가장 큰 도형을 

만들려면 어 어떤 모양이어야 할까?

내가 완성한

도형의 모양

넓이점수 둘레점수
넓이+둘레 넓이/둘레

1 2 3 4 1 3

2 2 2 1 10 0
26.00 1.60

16 10

2 2 2 1 6 3
27.19 1.43

16 11.19

2 2 2 1 4 4
26.92 1.57

16 10.92

2 2 2 1 8 4
30.92 1.07

16 14.92

<도형5>

평균 7.9 11.76 27.76 0.67

도형만들기 점수판
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5. 다각형 골프 게임(모둠용)

 활동은 개인별 학습으로도 가능하지만 시간이 많이 걸리므로 수업 중에는 모둠별로 실시하는 것이 좋습니다. 각 도

형의 해법을 탐구하기 위해 내부에 조각의 테두리를 그리면서 필요한 최소 선분의 개수가 더 적고 뒤집은 개수도 적을수

록 이기는 골프게임형식으로 진행할 수도 있습니다.

선대칭인 도형은 그 선대칭축을 중심으로 뒤집으면 원래의 모양과 합동이 됩니다. 따라서 뒤집어 버리면 돌려서는 원래의 

도형으로 만들 수 없는 조각들은 선대칭도형이 아닌 사다리꼴과 직각삼각형의 두 종류 세 조각뿐입니다.

이 조각들이 뒤집어졌는지 아닌지를 판단하는 것과 조각을 일일이 만들어 붙이지 않고도 해법을 찾을 수 있느냐에 

따라 게임의 난이도는 많이 달라질 것입니다.

먼저  스핑크스퍼즐의 해법을 그리는데 사용한 선분의 개수를 A, 기본형인 그림 4-1을 기준으로 뒤집은 조각의 개수를 B

라 하고 A(B)로 표시하기로 합니다. 이때 A+B를 스핑크스퍼즐 해법의 라고 정의(약속)합니다.

이때 뒤집은 조각의 개수를 우드 또는 아이언 샷의 수, 뒤집은 조각의 개수를 퍼팅의 수처럼 생각하면 깔끔지수가 7인 

것을 기준으로 이런 게임은 탱그램에도 그대로 적용할 수 있습니다. 특히 교사는 “스핑크스퍼즐 조각을 직접 만지지 않고 

각 조각의 특징(각도, 변의 길이, 넓이 등)을 이용하여 활동판 위에 직접 그릴 수는 없을까요?”, “7조각을 모두 사용하여 

만들 수 있는 볼록 다각형은 모두 몇 가지나 될까요? 그리고 그것을 어떻게 알 수 있죠?”라는 질문을 던짐으로써 모든 도

형을 일일이 만들어 보지 않고도 수학적인 원리를 통해 해법을 찾을 수도 있고 자신의 해법에 대해서도 수학적으로 사고

하며 반성해 볼 수 있도록 안내해야 합니다. 이를 통해 학생들은 보다 깔끔하고 경제적인 해법을 찾으려는 노력이 포함된 

수학적인 태도가 형성되며  모둠원들의 역할 분담과 문제해결을 위한 협력이 중요함을 느끼게 됩니다.

해설 Activity

 스핑크스퍼즐의 해법을 보다 간단하게 그리기

예) 그림 3-1은 5(1)이며 그림 4-1, 4-3, 5-1은 각각 5(0)입니다. 그러나 4-3′과 5-1′
은 각각 선분의 개수를 하나씩 더 줄일 수 있으므로 4(0)으로 나타내고 그들의 깔끔지수는 
각각 4입니다.

4-6인이 모둠을 이루어 <별지>의 모둠별 게임을 해 봅시다.

[주의] 개인별 스핑 점수와 모둠별 합계 점수를 별개로 하여 두 가지 게임을 모두 진행할 수 있습니다. 게임

중간 중간에 선생님이 내 주는 문제도 잘 들으세요. (보너스 있음)

(1) <별지>에 그린 도형들 중 (7-1)과 (7-2)처럼 뒤집거나 돌려놓으면 서로 합동인 도형을 모두 찾아봅시다.

(가장 빨리 찾는 사람에게 건당 2스핑)

(2) 모둠원 중에서 어느 한 사람이라도 그 도형을 만들면 성공이며, 이미 구한 해법보다 더 좋은 점수의 

해법을 구하면 그것으로 기존의 해법을 대체할 수 있습니다.

(3) 각 도형별로 해답을 적은 사람은 개당 1스핑을 얻고 ‘이글’, ‘알바트로스’의 점수에 따라 각각 2스핑,

3스핑의 개별 보너스를 추가로 얻을 수 있습니다.

(4) 모둠별 <점수기록표>에 적은 총점과 200점의 차이만큼을 모둠별 승리 상금으로 가져가서 등분(또는 

각 모둠에서 정한 원칙에 따라 분배)하여 개인별 점수로 추가할 수 있습니다.

이번 게임에서 내가 얻은 스핑: __________ , 현재 나의 점수: ( )스핑

Think+ 일정할 때 둘레의 길이가 가장 짧은 도형과 둘레가 일정할 때 넓이가 가장 큰 도형은 각각 어떤 모양인가?
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<별지>

(모둠별 게임)         스핑크스퍼즐 골프 게임

1. 정해진 인원수(4-6명을 기준)로 이루어진 모둠을 정한다.

2. 기본 직사각형(도형 4-1)으로 만든 ‘스핑크스퍼즐’ 7조각을 모두 사용한다.

3. 정해진 시간 안에 아래의 <점수 계산법>에 따라 여러 가지 도형을 만들고 그 해법을

그려 넣어 얻은 점수가 적은 모둠이 이긴다.(직접 만들지 않고 해답만 그려도 된다.)

<점수 계산 법>

 (1) 기본 직사각형(도형 4-1)을 기준으로 각 도형의 내부에 그려 넣은 해법에 따라 각 

도형별로‘선분의 수(뒤집은 조각의 수)’의 방식으로 기록하고 도형 3-1과 같이 뒤

집은 조각에는 빗금 표시를 한다.

(예, 도형 3-1) 5개의 선분으로 그렸고 한 조각(사다리꼴)은 뒤집었다. 즉, 5(1)

(2) 골프의 경우처럼, 각 도형에 대해 6(1)을 기준(PAR, 파 7)으로 하며 선분의 수나 

뒤집은 조각의 수를 줄일수록 유리하다. 6(0)이나 5(1)처럼 1점을 줄이면 버디,

5(0)또는 4(0)처럼 2점 또는 3점을 줄이면 각각 이글, 알바트로스라 하며, 7(1)과 

같이 1점을 늘리면 보기라 한다.

(예) 도형 3-1과 4-1은 각각 5(1)과 5(0)이므로 각각 버디와 이글이다.

(3) 이미 완성한 도형이라도 점수를 더 줄일 수 있으면 새로운 것으로 대체할 수 있다.

(4) 옮기기, 돌리기, 뒤집기를 하여 (도형 7-1과 도형 7-2처럼) 합동인 모양이 있으면  

둘 중 유리한 점수 하나만 기록해도 된다. (주의) 둘 다 기록하면 손해!

(5) 이미 예시한 도형(3-1, 3-2, 4-1, 4-2, 4-3, 4-4, 7-2)의 점수는 총점에 합산하지 않는

다. (주의) 예시한 점수까지 합산하면 손해!

(6) 새로운 도형을 만들면 특별보너스로 -10점, 정해진 시간 안에 만들지 못한 도형은 

벌점으로 개당 +10점으로 처리한다. ‘이글’이나 ‘알바트로스’를 만들면 개별보너스

(7) 수업 시간의 단축을 위해 정해진 시간이 되기 전이라도 총점 A(B)를 빨리 제출하

는 모둠 순으로 -10점씩의 시간 보너스를 얻고 정해진 시간이 지나면 +10점씩의 

시간 감점이 있다. (주의) 도형을 하나 만들어도 파(PAR)면 7점으로 3점만 줄이므

로 도형을 하나 더 만들지 못해도 빨리 제출할수록 유리함.

(8) 모둠별 인원이 다른 경우는 인원이 가장 많은 모둠을 기준으로 1인당 -10점의 인원 

보너스를 줄 수 있다.

(9) 기록한 활동지를 다른 모둠과 서로 바꾸어 검토한다. 이 때 잘못된 곳이 발견되면 

다른 모둠의 점수를 바르게 고쳐주고 벌점과 보너스로 건당 +1점과 -1점을 각 모

둠의 총점에 더한다.

(10) 각 도형의 점수A(B)와 벌점(C, E), 보너스점수(D, F)를 기준으로 총점이 낮은 모둠 

순으로 승리!

※ 모둠별 <점수기록표>에 적은 총점과 200점의 차이만큼을 모둠별 승리 상금으로 등

분(또는 각 모둠에서 정한 원칙에 따라 분배)하여 개인별 점수로 추가할 수 있음
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스핑크스 퍼즐 골프 게임 <모둠 활동지>

5(1)

5(1)

5(0)
5(0)

5(0)

Mission1. 각 도형마다 A(B)를 기록하고 깔끔지수(A+B)를 낮추어 전체 합계를 낮추라.

Mission2. 합동인 도형은 하나를 제거하라. 둘 다 찾으면 손해! 대신 감추인 도형을 찾아라.

Mission3. 이미 찾은 해법의 A+B의 값의 검토하고 그 점수를 더 낮추어라.

Mission4. 비대칭인 조각의 뒷면을 구분하는 방법을 고안하라.(표시 불가)

Mission5. 역할 분담을 잘 하고 협력하면서 시간 내에 제출하여 시간 보너스를 얻으라.

Mission6. 상대 모둠의 실수를 찾아 우리 모둠의 보너스 점수로 바꾸라.

<모둠 점수 기록표>

도형의
번호

4-5 4-6 4-7 4-8 4-9 4-10 4-11 4-12 5-1 5-2 5-3 5-4 6-1 6-2 6-3 6-4 6-5 6-6 6-7 6-8 7-1 7-2 합계

선분의
개수(A) 10 자

동

뒤집은
조각수(B)

계
산

최종수정자:

※ 만들지 못한 각 도형은 벌점으로 +10점입니다. 7-2처럼 빗금을 긋고 10이라 쓰세요.
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* 새로운 도형을 찾았으면 그 도형의 모양과 해법[선분의 수(뒤집은 조각의 수)]도 적어주세요.

7(0)

※ 참고: 모든 도형의 기준 점수는 6(1), 즉 7점이며 예시한 도형과 중복된 도형들은 

낮은 점수만으로 총점을 A(B) 형식으로 기록한다. 사용한 선분의 수(뒤집은 도형의 

수)를 줄이거나 새로운 도형을 만든 모둠은 많은 점수를 줄일 수 있다. 특히, 정해진 

시간 내에 빨리 제출한 순서에 따라 시간 보너스 점수를 얻을 수 있으므로 다 만들지 

못한 것은 포기하고 지혜롭게 역할분담을 할 필요도 있다.

※ 다른 모둠이 그린 도형에서 잘못된 부분을 찾아내면 검토 보너스!

Think+

1. 칠각형에서처럼 사각형, 오각형, 육각형에서 각각 합동인 도형들의 짝도 찾아보자.

2. 비대칭인 조각의 뒷면을 어떻게 구분할까?

3. 뒤집은(빗금 칠한) 조각이 2개 이상인 경우 전체 또는 부분을 뒤집어 보면 어떨까?(선

대칭)

4. 퍼즐조각을 직접 사용하지 않고 머리로만 생각하여 그 도형을 직접 그려보자. 이때 

어떤 조각부터 사용할까?(큰 조각, 비대칭인 조각) 

5. 점수를 낮출 수 있는 우리 모둠만의 또 다른 특별한 비법은?
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해설 Information

 스핑크스퍼즐로 만들 수 있는 다양한 다각형들과 그 해법은 다음과 같습니다. 하지만

사용한 선분의 개수를 줄이거나 뒤집은 조각의 수를 줄여서 만들 수 있는 더 간단한

해법은 많이 있습니다.

Think+ 활동지에 제시되지 않은 새로운 도형들을 더 찾아보자.
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학습 정리

1. 스핑크스퍼즐은 탱그램을 학습한 이후에 ‘what if  ~(not)?"기법을 활용하여 변형시킨 유사탱그램을 탐구하는 기

초로 활용될 수 있으며 탱그램과 유사한 방법으로 학습하면서 수학적인 생각을 유발하고 왜 그런지 이유를 따져물어

보려는 태도를 형성하기에도 유용하다.  

2. (1) 스핑크스퍼즐 조각과 친해지기를 통해 학생들에게 주어진 큰 직사각형과 정삼각형을 직접 만들어 보면서 스핑크

스퍼즐 조각들의 특징(각 조각들의 꼭지각과 변의 길이, 넓이, 평행인 변의 쌍의 개수, 대칭축의 개수 등)을 충분히 

이해해야 도형을 보다 의미있게 탐구할 수 있다. 

   (2) 직사각형(기본형)을 그리는 동안 해법의 내부에 그린 선분의 개수를 세어보고 정삼각형(또는 이등변삼각형)을 그

릴 때는 뒤집은 조각의 개수도 세어보도록 한다. 

   (3) ‘깔끔지수’를 도입하고 모든 해법에는 더 깔끔한 해법을 찾아보도록 하면서 골프게임처럼 깔끔지수를 낮추는 

사람이 이기는 게임으로 진행할 수 있다.   

   (4) 스핑크스퍼즐의 천재지수인 ‘스핑’을 도입하여 각 활동마다 스핑을 정해 그것을 바둑돌로 대신 모아 최종적으로 

가장 많은 스핑을 모은 사람이 이기는 게임형식으로 용용할 수도 있다. 

   (5) 개별 활동, 짝 활동, 모둠 활동 등 다양한 형태로 변형이 가능하다.

3. 본 활동에서 살펴본 학습 활동들은 앞 차시의 탱그램이나 다음 차시의 유사탱그램에되 쉽게 적용할 수 있다.
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학습 평가

 학생들에게는 학습한 핵심내용이나 느낀점을 3가지 정도 적도록 하고 학습목표의 달성여부를 스

스로 확인하는 자기평가표에 체크하고 가장 낮게 나온 평가 항목에 대해서는 그 원인을 분석해 보

도록 하고자 합니다. 그러기 위해 자신이 먼저 직접 자신을 평가해봅시다.

1  이번 주제에서 배운 핵심 내용이나 느낀 점을 3가지만 적어 봅시다.

�(1)

(2)

(3)

2  다음은 ‘스핑크스퍼즐’에 대한 학습목표 달성 여부를 확인하기 위한 자기평가표입니다. 각 평가 

요소에 대한 자신의 성취도를 그 달성 정도에 따라 ‘상’,‘ 중’,‘ 하’의 적당한 칸에 

‘✔’표시를 하시오. 가장 낮게 나온 평가 항목에 대해서는 그 원인을 분석해 봅시다.

평가요소 자기평가
상 중 하

(1) 스핑크스퍼즐을 잘라 만드는 방법을 바르게 이해하면서 그 

속에도 ‘삼각형의 중점연결정리’가 적용된다는 것을 알았다. 

(2) 스핑크스퍼즐 각 조각들의 특징을 이해하고 작은 단위 조

각으로 다른 조각들을 만들 수 있다.

(3) 여러 가지 볼록다각형들을 만들 때 조각을 직접 사용하지 

않고도 해법을 그릴 수 있었다.(2개 이하:하, 5개 이상:상)

(4) 스핑크스퍼즐을 다루면서 단순한 놀이나 무늬 꾸미기가 아

닌 수학적 사실이나 성질을 스스로 찾아보려는 의지가 생겼다.  

 
(5) 스핑크스퍼즐을 이용한 문제를 만들거나 유사탱그램을 만

들어 보려는 마음가짐과 자신감, 욕구가 생겼다.
(6) 스핑크스퍼즐의 활용과 지도의 방법을 알고 지도에 대한 

두려움이 없어졌다.
원인분석
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16차시: 유사 탱그램

전통적인 칠교판으로부터 얻은 팔교판 14교판

Twingram

지오스핑크스

 전통적인 탱그램은 정사각형을 7조각으로 자른 것입니다. 여기에 ‘what if ~(not)?'이라는 기

법을 적용하여‘정사각형이 아니라 직사각형 또는 정삼각형을 7조각으로 자른다면?’이라는 질문

에 대한 답으로 7조각 모자이크 퍼즐, 즉 스핑크스퍼즐을 만들어 냈습니다. 그렇다면 ‘왜 하필 

7조각인가?’라는 질문으로 육교판이나 팔교판을 만들 수도 있습니다.

이처럼 본 차시는 전통적인 탱그램에다 ‘what if ~(not)?'이라는 기법을 적용하여 다양한 유

사탱그램을 만들어 보겠습니다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. (지식과 이해) 다양한 유사탱그램 퍼즐의 구성 원리를 알고 관련 문제를 해결할 수 

있습니다.

2. (기능과 조작) “What if～?"(～라면 어떨까?), “What if～not?"(～가 아니라면 어떨

까?)라는 질문을 바탕으로 유사탱그램을 만들 수 있습니다.

3. (수학적 사고) 자신이 생각한 것에 대해 “왜 그렇게 하면 되는가?”라는 연역적인 생

각과 확장 및 통합적인 생각을 기르게 됩니다.

4. (태도와 의지) 또 다른 유사탱그램을 만들어보려는 의지와 도전감이 생깁니다.
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학습 내용

1. 팔교판으로 다각형 만들기

넓이가 8인 칠교판 7조각에다 넓이가 1인 도형(중간크기의 직각이등변삼각형, 정사각형, 평행사변형)을 하나 

추가하면 8조각으로 이루어진 넓이가 9인 정사각형을 3가지 만들 수 있습니다. 이는 8조각이므로 팔교판이라고 

부를 수 있으며 유사탱그램의 한 종류가 됩니다. 이 중 한 가지를 택하여 8조각을 모두 사용한 볼록다각형을 만

들어 봅시다. 이때 앞 차시에서의 스핑크스퍼즐을 이용한 골프게임에서와 같이 도형의 내부 선분의 수와 뒤집은 

조각의 수는 적을수록 보다 깔끔한 해법임을 상기하면서 골프식 게임으로 진행할 수도 있습니다. 뒤집었을 때 모

양이 달라지는 것은 선대칭도형이 아닌 평행사변형 뿐이겠죠?

전통적인 칠교판으로부터 얻은 팔교판
 

1)번 팔교판으로 만든 다각형들

1) 깔끔한 도형 만들기

 넓이가 8인 칠교판에서 넓이가 1인 도형을 하나씩 추가하면 넓이가 9인 유사 

탱그램을 간단히 만들 수 있습니다. 어떤 모양이 가능한지 적어도 하나씩 만든 

다음 아래에 그려봅시다. (단, 회전이나 대칭으로 합동이 되는 것은 한 가지만 

인정하며 내부에 그린 선분의 수와 뒤집은 조각의 수가 적을수록 더 깔끔한 해

법입니다.)

    

    1) 2) 3) 4)

내가 선택한 모양은:  2) 번

 내부 선분의 수: 8개       내부 선분의 수: 7개     내부 선분의 수: 7개      내부 선분의 수: 7개

뒤집은 조각 수: 1개       뒤집은 조각 수: 1개     뒤집은 조각 수: 0개       뒤집은 조각 수: 0개
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2) 다각형 많이 만들기

2)번 모양을 모두 사용하여 만들 수 있는 모든 다각형

삼각형

1개

사각

형

2개

오각형

2개

육각형

5개

칠각형

1개

2. 유사탱그램 만들기
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3. 칠교판을 이용한 팔교판 만들기

넓이가 8인 칠교판 7조각에다 넓이가 1인 도형(중간크기의 직각이등변삼각형, 정사각형, 

평행사변형)을 하나 추가하면 8조각으로 이루어진 넓이가 9인 정사각형을 만들 수 있습

니다. 이는 팔교판 또는 유사탱그램이라고 합니다.

  전통적인 칠교판으로부터 얻은 팔교판

http://archimedes-lab.org/tangramagicus/pagetang1.html

1. 위의 셋 중 하나를 선택하여 봅시다. 우리 모둠이 선택한 번호는 ______번

2. 위에 주어진 모양과 조각의 위치나 배열을 달리하면서 얼마나 다양한 배열이 가능한

지 아래에 그려봅시다.(단, 회전이나 대칭으로 똑같아 지는 것은 한 가지로 봄)

우리가 찾은 서로 다른 해법은 몇 가지인가요?
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4. 팔교판으로 만들 수 있는 볼록 다각형 찾기

앞의 3가지 종류의 팔교판 8조각을 모두 사용하여 만들 수 있는 볼록다각형들은 각각 몇

가지나 가능할지 구하시오.

우리가 선택한 팔교판 유형은 _______번
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학습 정리

1. 전통적인 탱그램은 정사각형을 7조각으로 자른 것이다. 여기에 ‘what if ~(not)?'이라는 기법을 적용하여‘정사각형

이 아니라 직사각형 또는 정삼각형을 7조각으로 자른다면?’이라는 질문에 대한 답으로 7조각 모자이크 퍼즐, 즉 스핑

크스퍼즐을 만들어 냈다. 그렇다면 ‘왜 하필 7조각인가?’라는 질문으로 육교판이나 팔교판을 만들 수도 있다. 

2. 넓이가 8인 칠교판 7조각에다 넓이가 1인 도형(중간크기의 직각이등변삼각형, 정사각형, 평행사변형)을 하나 

추가하면 8조각으로 이루어진 넓이가 9인 정사각형을 3가지 만들 수 있다. 이는 8조각이므로 팔교판이라고 

부를 수 있으며 유사탱그램의 한 종류이다. 

3. 8조각을 모두 사용한 볼록다각형을 만들면서 앞 차시에서의 스핑크스퍼즐을 이용한 골프게임에서와 같이 도

형의 ‘내부 선분의 수’와 ‘뒤집은 조각의 수’는 적을수록 보다 깔끔한 해법임을 상기하면서 골프식 

게임으로 진행할 수도 있다. 뒤집었을 때 모양이 달라지는 것은 선대칭도형이 아닌 평행사변형 뿐이다.

학습 평가

                
전통적인 칠교판 전통적인 칠교판으로부터 얻은 여러 가지 팔교판

1. 위의 전통 탱그램 조각들 중 한 번 뒤집었을 때 돌리기만으로 원래의 도형과 합동이 

되지 않는 조각의 번호는?

① 2번         ② 3번          ③ 5번         ④ 6번          ⑤ 7번

2. 다음 중 유사탱그램에 관한 설명 중 잘못 된 것은?

① 전통적인 칠교판의 넓이를 8이라고 할 때, 이 모양들만 사용하여 만들 수 있는 넓이 

9의 팔교판은 위의 3가지 외에도 더 찾을 수 있다.

② 전통적인 탱그램은 배열을 아무리 달리하더라도 결국은 한 가지 해법만 존재한다.

③ 1)번 팔교판 8조각을 모두 사용하여 만들 수 있는 볼록 다각형은 13가지이상이다.

④ 2)번 팔교판 8조각을 모두 사용하여 만들 수 있는 볼록 다각형은 13가지이상이다.

⑤ 3)번 팔교판 조각에는 합동인 도형이 3쌍이 있다.

3. 다음은 탱순이의 주장이다. 이 주장이 참인지, 거짓인지를 선택하라.

탱순: 전통적인 칠교판으로부터 만든 3)번 팔교판 8조각을 모두 사용하여 만든 볼록 다각형의 해법들 

중 ‘내부 선분의 개수’와 ‘뒤집은 조각의 개수’의 합의 최소값은 7이다.

① 참     ② 거짓    ③ 참과 거짓을 판단할 수 없다.
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8인 격자 사각형(20개) 중 만들 수 있는 도형 찾기

(20)

(19)

(18)

(17)(16)(15)(14)

(13)
(12)(11)(10)

(9)
(8)(7)(6)(5)

(4)(3)(2)(1)

교구:___________, 불가능한 도형의 번호:_________________ 

(20)

(19)

(18)

(17)(16)(15)(14)

(13)
(12)(11)(10)

(9)
(8)(7)(6)(5)

(4)(3)(2)(1)

사용한 교구:___________, 불가능한 도형의 번호:_________________ 
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17차시: 유사탱그램을 통한 확장적 사고 지도 

학습 안내

칠교판 유사칠교판 스핑크스퍼즐

Twingram

지오스핑크스

  몇 차시동안 우리는 7조각의 전통적인 탱그램을 출발점으로 하여 ‘what if ~(not)?'이라는 기법을 적용하

면서 ‘정사각형이 아니라 직사각형 또는 정삼각형을 7조각으로 자른다면?’이라는 질문에 대한 답으로 7조각 모

자이크 퍼즐, 즉 스핑크스퍼즐을 만들어 냈고 ‘왜 하필 7조각인가?’라는 질문으로부터 전통적인 칠교판에다 한 

조각을 더 넣은 팔교판을 만들 수 있음을 보았습니다.

이처럼 ‘의문을 가져보려는 태도’의 한 가지 유형으로‘what if ~(not)?'이라는 기법은 창의적인 유사탱그램을 

만들 수 있도록 할 뿐만 아니라 확장적 사고를 유발하는 좋은 발문 기법이 될 수 있습니다. 이러한 태도와 기법

을 활용하여 몇 가지의 유사탱그램을 더 살펴보면서 확장적 사고의 지도방안에 대해서도 생각해 봅시다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. (지식과 이해) 유사탱그램 퍼즐(팔교판)의 구성 원리를 알고 관련 문제를 해결할 수 

있습니다.

2. (기능과 조작) “What if～?"(～라면 어떨까?), “What if～not?"(～가 아니라면 어떨

까?)라는 질문을 바탕으로 유사탱그램을 만들 수 있습니다.

3. (수학적 사고) “What if(not)～?"이라는 기법을 통해 확장적 사고를 기르게 됩니다.

4. (태도와 의지) 의문을 가져보려는 태도와 의지로 새로운 퍼즐을 만들어 보려는 도전

감이 생깁니다.

5. (학습지도의 측면) 이상의 학습목표를 학생들이 성취할 수 있도록 지도하는 방법과 

수업에서 활용할 수 있는 몇 가지 소재를 배우게 됩니다.
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학습 내용

1. 조건을 변경하면서 여러 가지 유사 탱그램 만들기

아래와 같이 조건의 일부를 변경하면 새로운 유사탱그램을 만들 수 있습니다. 왼쪽의 

그림을 참고하여 오른쪽에다 자신이 생각하는 모양을 설계해 보시오.

1) 똑같은 정사각형 꼴이지만, 자르는 방법을 달리 하여 만들면 어떨까?

칠교판

2) 똑같은 정사각형 꼴이지만, 조각의 수만 달리하여 자르면 어떨까?

오교판 팔교판

출처:박교식(2002). 교구: 유사 탱그램과 그 수학교육적 시사점. 대한수학교육학회지 <학
교수학> 4(1), 97-109.

아르키메데스 14교판 http://www.archimedes-lab.org/latin.html#archimede
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The Twingram™ puzzle 
http://www.archimedes-lab.org/tangramagicus/pagetang2.html

3) 원래의 7조각을 두 세트 사용해도 되나요? 

4) 평면이 아니라 입체형의 탱그램을 만들어 보면 어떨까요?

입체탱그램으로 만들 수 있는 모양들(예시) [링크]

http://www.archimedes-lab.org/tangramagicus/pagetang4.html

 5) 다른 모양이라면?

정삼각형 6개를 변끼리 이어붙이면 이집트 스핑크스의 모양( )을 만들 수 있습

니다. 이를 ‘지오스핑크스’라고 합니다. 지오스핑크스를 여러 개 사용하여 닮은꼴을 만들

어 봅시다.

지오스핑크스[링크]

http://www.tong2.net/shop/shopdetail.html?brandcode=095015000047
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2. 우리들만의 유사탱그램 만들기

1) 기존의 탱그램이나 유사탱그램 중 적절하지 못하다거나 더 필요하다고 생각한 규칙, 또는 바꾸어 보

면 더 좋겠다고 느낀 점이 있으면 아래에 적고, 친구들과 토론하면서 새로운 유사탱그램을 만들어 봅

시다. 특히 그 유사탱그램의 제작 원리, 조각들의 특징(각도, 변의 길이, 넓이)들을 설명하고 이것으

로 수행할 수 있는 다양한 수학적 활동(학습문제, 퍼즐, 게임 등)이 포함되면 좋겠습니다.

2) 조각퍼즐을 만들 때는 다음의 조건들을 고려해 보면 도움이 됩니다.

(1)조각들을 활용하여 다양한 도형들을 만들 수 있는가?

(2)조각의 수가 너무 적거나 많지 않고 적당한가?

(3)제작이 간편(자르는 선분의 수가 적음)한가?

(4)어떤 수학적 성질을 포함하고 있는가?

(5)각 조각들을 변끼리 이어 붙여서 볼록한 도형이 만들어지는가?

(6)각조각들의꼭지각들을한곳에모았을때일직선이되거나평면을빈틈없이채울수있는가?

(7)동일한 모양이라도 서로 다른 배열의 해법이 가능한가?

3. 산출물 평가하기

 ☺ 다른 친구들이 만든 유사탱그램을 평가해 봅시다.

[아래의 평가 내용을 수정하거나 추가할 수도 있습니다.]

모둠
평  가   내  용 좋은 

점/
아쉬운 

점
내용을 포함한 
아이디어임

아이디어가 
새로우며 
참신하고  
독창적임.

재미가 있음
협동심을 

발휘하여 완료 
시간을 지킴

이해하기 쉽게 
발표함

추가할 평가 
항목:

총 점

5 5점 5점 5점 5점 30점
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4. 학습정리 및 후속 활동(산출물, 유사탱그램 만들기) 안내

1) 탱그램처럼 유사탱그램을 활용한 패러독스나 볼록다각형 만들기, 게임지도 등의 학

습을 위해서는 학생들이 조각들의 기본 생성 원리(각도, 길이, 넓이 등)를 정확히 알 

수 있도록 해야 한다.

2) 탱그램과 유사탱그램을 활용한 수업은 전체 3~6차시로 구성할 수 있다. 마지막 차

시의 산출물(프로젝트)을 위해서는 아래와 같은 내용의 확인이 필요하다.

[산출물(프로젝트) 안내] 

여러분은 앞으로 몇 차시 동안 탱그램과 유사탱그램을 탐구한 후 마지막 에는 개별(또는 

모둠별)로 자기 주도적으로 만든 산출물을 제출해야 합니다. 산출물의 주제 또는 제목은 「내

가 만든 유사탱그램과 그것을 활용한 탐구활동이나 게임, 문제 만들기」입니다.

기존의 탱그램(칠교판)은 정사각형을 7조각으로 자른 모양입니다. 이제‘What if~?' 또는 

'What if ~not?'이라는 전략을 사용하여 각 조건들을 변경해 보면 어떨까요? 앞으로 확인하게 

되겠지만, ‘8조각 또는 6조각으로 자른다면?’에서 팔교판 또는 육교판이 만들어지며, ‘정사각

형이 아니라면?’에서 유사탱그램들이 만들어집니다. 또 ‘왜 평면이어야만 하나?’라는 질문에서 

입체탱그램을 만들 수도 있습니다. 이처럼 조건이나 규칙, 놀이 방법, 승리 방법 등을 다양하

게 변형하면 자신들만의 유사탱그램을 쉽게 만들 수 있습니다. 어떤 것을 만들지 미리미리 

생각하면서 기본적인 아이디어와 생성 원리를 기록해 두기 바랍니다.

여러분들이 만든 수학보드게임의 평가기준은 활동 6의 5가지 기준(수학적 내용, 독창성,

흥미, 협동성, 발표력)에 따르면서 추가할 수도 있고 아래 7가지 기준(첫 글자만 모으면 

DIGITAL)으로 변경할 수도 있습니다.

(1) Difference(차별성, 색다름의 정도)

(2) Interest(재미, 몰입할 수 있는 정도)

(3) Googlization(참고 자료들의 출처와 근거를 제시)

(4) Integration(다양한 내용과 요소의 통합)

(5) Trend(시대적 흐름과 경향을 반영)

(6) Analysis(철저한 내용 분석, 수학적 원리와 의미 포함)

(7) Liberal(자유분방한 생각과 창의성)
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학습 평가

  학생들에게는 학습한 핵심내용이나 느낀점을 3가지 정도 적도록 하고 학습목표의 달성여부를 스스로 

확인하는 자기평가표에 체크하고 가장 낮게 나온 평가 항목에 대해서는 그 원인을 분석해 보도록 하고

자 합니다. 그러기 위해 자신이 먼저 직접 자신을 평가해봅시다.

1    이번 주제에서 배운 핵심 내용이나 느낀 점을 3가지만 적어 봅시다.

�(1)

�(2)

�(3)

2  다음은 ‘유사탱그램을 활용한 확장적 사고 지도’학습목표 달성 여부를 확인하기 위한 자기평가표

입니다. 각 평가 요소에 대한 자신의 성취도를 그 달성 정도에 따라 ‘상’,‘ 중’,‘ 하’의 적

당한 칸에 ‘✔’표시를 하시오. 가장 낮게 나온 평가 항목에 대해서는 그 원인을 분석해 봅시다.

평가요소 자기평가
상 중 하

(1) 전통 칠교판을 이용한 팔교판의 구성 원리를 바르게 이해하고 팔교

판을 사용하여 여러 가지 볼록 다각형을 만들 수 있었다.

(2) “What if(not)～?"이라는 기법을 통해 다양한 유사탱그램을 쉽게 만

들 수 있음을 알았다.

(3) 유사탱그램을 가지고 내용적으로든 프로젝트로는 어떻게 학생들을 

지도할 지를 계속 생각해 보았다.

(4) 의문을 가져보려는 태도와 유사탱그램을 활용한 수학적 사실이나 성

질을 스스로 찾아보려는 의지를 보였다.

(5) 유사탱그램을 이용한 문제를 만들거나 다양한 유사탱그램을 만들어 

보려는 마음가짐과 욕구가 생겼다.

(6)위의 평가요소들을 학생들도 성취할 수 있도록 지도하는 방법을 알게 

되었다.

원인분석
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18차시: 펜토미노와 블로커스 

학습 안내

 1~4명이 즐길 수 있는 흥미진진한 전략 게임으로 도형을 이용한 공간감각

과 수학적 사고력을 필요로 하는 교육적 가치를 지니고 있습니다. 블로커스(Blockus)는 ‘우리를 

막아라.’라는 뜻으로 정해진 도형 조각들을 사용하여 상대방의 침입은 막으면서 내 땅은 넓게 

차지한다는 뜻으로도 해석할 수 있습니다. 게임을 위해서는 5개 이하의 정사각형들을 변끼리 

붙여 만든 조각들의 모양들을 잘 이해하고 그 모양들이 게임판에 남은 빈 자리의 모양과 잘 들

어맞는지를 판단해야하므로 도형에 대한 공간감각도 필요하지만 사실은 상대방이 놓았거나 남

겨둔 조각들에 대한 기억력과 판단력도 필요하며 상황에 따른 적절한 대처방법도 필요합니다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. (지식과 이해) 블로커스 게임에 사용하는 테트로미노와 펜토미노 조각들의 모양들

을 분류하고 게임의 규칙을 바르게 이해할 수 있습니다.

2. (기능과 활동) 게임에 사용되는 조각들을 활용한 밀기, 돌리기, 뒤집기 등의 공간감

각 기능을 잘 활용할 수 있습니다.

3. (수학적 사고) 고득점을 위한 개인 전략을 세우고 상대방의 전략을 잘 간파할 수 

있습니다.

4. (태도와 의지) 기존의 게임을 활용하여 새로운 게임을 만들어 보려는 태도와 의지

를 갖습니다.
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학습 내용

1. 블로커스 제품 구성
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2. 조각들의 모양

정사각형
의 개수

모양
타일의 
개수

정사각형 
개수의 
합

1 1 1

2 1 2

3 2 6

4 5 20

5 12 60

계 21 88
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3. 블로커스 게임 방법

  2.나의 색을 내려놓을 때
 

1.
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4. 블로커스 게임을 위한 연습 사이트 

http://ainedu.co.kr/shop/blokus.html
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학습 정리

1. 블로커스(Blokus) 게임은 5개 이하의 정사각형을 변끼리 이어붙여 만든 조각들을 돌리거나 뒤집어 놓으면서 빈 

자리를 차지하는 공간감각 학습뿐만 아니라 기억력과 종합적인 판단을 위한 수학적 사고력을 필요로 하는 전략 

게임으로서의 교육적 가치를 지니고 있습니다. 

2. 준비물: 

블로커스 게임판 조각타일(21개) 4세트 4색 분류함

3. 게임의 목표: 21개의 타일을 가능한 한 많이 게임판에 올려놓습니다.

4. 게임 방법

   1) 각 경기자별로 동일한 색의 타일(21개)을 모두 가져갑니다.

   2) 시작 타일은 반드시 게임판 모퉁이 끝 칸에 놓아야 한다.

   3) 정한 순서대로 타일을 내려놓을 때 반드시 자신의 타일과 꼭지점끼리만 맞붙어 있어야 

하며 선이 닿아서는 안됩니다.  

   4) 더 이상 타일을 내려놓을 곳이 없어지면 게임은 끝이 납니다. 

5. 보너스 점수와 순위 결정

   1) 남은 타일에서 정사각형 1개는 -1점이며 모든 타일을 다 내려놓은 사람은 +15점을 

얻습니다.

   2) 제일 마지막에 가장 작은 타일을 내려놓으면서 게임을 마치면 +5점을 더 얻습니다.

   3) 점수가 높은 순으로 순위를 정합니다.  

6. 승리를 위한 작전

   1) 게임판의 중앙으로 자신의 영역을 넓혀가면서, 나는 상대방 타일의 연결 틈 사이로 잘 빠져나가되 상대방은  

 들어오지 못하게 막아야 합니다.

   2) 초반에는 큰 타일(정사각형 5개, 펜토미노)을 많이 사용합니다.

   3) 상대방 타일의 꼭지점끼리 연결하지 못하도록 꼭지점을 집중적으로 봉쇄합니다. 

   4) 게임 중 나와 상대방의 타일 중 어떤 모양이 사용되었고 또 남아있는지를 잘 살핍니다.

   5) 마지막에는 내가 보너스 점수를 얻을지 상대방이 보너스 점수를 얻지 못하게 할지도 고려해야 합니다. 
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학습 평가

1. 블로커스 게임에 대한 아래의 설명들 중 가장 잘못 된 것을 고르시오.

① 블로커스 게임은 1~4명이 즐길 수 있는 흥미진진한 공간감각 활용 전략 게임이다.

② 블로커스 게임은 운보다는 공간감각 활용 능력과 전략적 사고가 필요하다.

③ 블로커스 게임에서는 큰 조각을 먼저 사용하는 것이 유리하다.

④ ‘블로커스’라는 뜻에서 알 수 있듯이 자신의 블록을 효율적으로 차단해야 한다.

⑤ 블로커스 게임은 논리적 판단, 기억력, 문제해결의 전략 등을 길러 줄 수 있는 유익

한 게임이지만 도형감각에 뛰어난 사람에게 유리한 게임이다.

2. 블로커스 게임에서는 타일 조각들의 모양을 잘 활용해야 합니다. 타일의 종류나 모양

에 대한 설명으로 가장 옳지 못한 것을 고르시오.

① 블로커스 게임에 사용되는 조각들은 모두 21개이다.

② 정사각형 4개를 변끼리 연결하여 만들 수 있는 테트로미노 조각은 5개이다.

③ 정사각형 5개를 변끼리 연결하여 만들 수 있는 펜토미노 조각은 12개이다.

④ 펜토미노 조각들 중에 한번 뒤집어 놓으면 자신과 합동이 되지 않는 조각은 5개이다.

⑤ 테트로미노 조각들 중에서 선대칭도형이 아닌 타일 2개를 뒤집은 모양을 추가하면 

테트리스 게임에서 나오는 모든 조각들을 얻을 수 있다.

3. 정사각형을 이어붙여 만든 블로커스 게임 조각들을 일부 또는 전부 사용하여 만들 수 있는 

도형들 중에서 k= 도형의넓이도형의둘레 의 값이 최대인 경우의 둘레의 길이를 구하시오.
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19차시: 폴리오미노를 통한 변형 블로커스 만들기 지도

학습 안내

이번 시간에는 지난 시간에 익힌 블로커스 게임용 타일 모

양에 숨어있는 수학적 요소를 좀 더 생각해 보면서 이를 수업

에 활용할 수 있는 방법과 ‘What if (not)?’의 전략을 사용한 

새로운 블로커스 게임을 만들어 보고자 합니다. 블로커스 게임

에 사용한 조각들은 ‘폴리오미노’라고 합니다. 이 조각들의 특

징에 대해 올바로 이해해야만 기존 게임의 타일 모양이나 게임 

규칙 등을 바꾸어 새로운 문제로 활용 할 수 있습니다. 학습자

들에게 변형 블로커스를 만들어 보려는 의지와 함께 이를 위해 

그 속에 들어있는 수학의 원리를 파악해 보려는 태도가 생겨나

기를 기대합니다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. (지식과 이해) 블로커스 게임에 사용하는 폴리오미노 조각들의 모양을 분류하고 게임의 규칙을 바

르게 이해할 수 있습니다.

2. (기능과 활동) 게임에 사용되는 조각들을 활용한 밀기, 돌리기, 뒤집기 등의 공간감각 기능을 잘 

활용할 수 있습니다.

3. (수학적 사고) 고득점을 위한 개인 전략을 세우고 상대방의 전략을 잘 간파할 수 있습니다.

4. (태도와 의지) 기존의 게임을 활용하여 새로운 게임을 만들어 보려는 태도와 의지를 갖습니다.

5. (학습지도면) 이상의 학습목표를 학생들도 성취할 수 있도록 지도하는 방법과 수업에서 활용할 수 

있는 몇 가지 소재를 배우게 됩니다.
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학습 내용

1. 폴리오미노의 종류 분류하기
사용한 
정사각형
의 개수

모양 이름 타일의 
개수

정사각형 
개수의 
합

1 모노미노
(monomino)

1 1

2 도미노
(domino) 1 2

3
트로미노
(tromino) 2 6

4 테트로미노
(tetromino) 5 20

5 펜토미노
(pentomino) 12 60

계 21종의 조각 89개의 정사각형 폴리오미노
(polyominoes) 21 89

5 이하의 정사각형을 사용하여 만들 수 있는 서로 다른 모양 조각은 모두 21종이며 이 때 사용된 정사
각형의 개수는 89개입니다. 돌리거나 뒤집어서 포개어지는 것을 제외하면서 빠트림없이 중복되지 않게 구하
려면 ‘기준에 따라 분류해 보려는 생각’이 중요함을 강조해 주어야 합니다. 게임을 시작하기 전에 이 조각들
이 모두 빠짐없이 있는지를 점검해 보도록 합니다. 교사가 일부의 특정 조각을 몇 개 감추어 두고 빠진 조각
을 찾아보도록 해도 됩니다.

(기준에 따라 분류하기) 테트로미노와 펜토미노는 각각 5개, 12개뿐임을 탐구하기

 1: 정사각형의 개수가 하나 적은 폴리오미노의 조각들을 기준 조각으로 삼아 그 조각들의 변을 따라 돌아
가며 정사각형을 하나씩 붙이기

 분류기준 2: 가로 또는 세로 방향으로 길게 놓여있는 칸 수를 기준으로그 조각들의 주위를 돌아가며정사각형을 하
나씩 붙여가며 중복된 것 배제하기 

 분류기준 3: 가로 또는 세로 방향으로 길게 놓여있는 칸 수를 기준으로나머지 칸들이  한 쪽에만 놓이는 경우, 양
쪽에 놓이는 경우로 구분하기
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2. 펜토미노 조각의 새로운 이름 붙이기

펜토미노를 소개하고 있는 어떤 웹사이트에서는 펜토미노 각 조각들의 모양을 기억하기 

쉽도록 하기 위해 영어 알파벳에 비추어 읽으면서, 테트로미노는 I, L, N, O, T(일노트)로,

펜토미노는 f, I, L, N, P, T, U, V, W, X, y, Z에서 N과 P의 위치를 바꾸고 자음들 사이에 

모음(i, o)을 추가하여 ‘FIL(i)P(i)N(o)'(휠리피노)와 알파벳의 마지막 7자인 TUVWXyZ로 읽

을 수 있다고 제안합니다.

하지만 ‘휠리피노’의 P를 돌려서 소문자 d로 생각하면 모음 i나 o 대신에 a만 하나 추가

하여 ‘IF L(a)Nd'(이프 랜드) 또는 ‘FIL(a)Nd'(휠랜드)로 읽을 수도 있습니다.

이것은 웹사이트에 소개하거나 남이 만들어 놓은 것을 무비판적으로 그냥 수용하기보다

는 ‘리-크리에이션’이라는 관점에서 바라보면서 새롭게 이름을 붙여보도록 한 사례의 결과

입니다.

지도초점: 교사가 학습자료를 구성할 때 웹사이트에 소개하고 있는 기존 자료나 남이 만

들어 놓은 것을 무비판적으로 수용하기보다는 ‘리-크리에이션’이라는 관점에서 바라볼 

수 있어야 하고 학생들에게도 그러한 마인드가 생기도록 자극해 주어야 합니다.
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3. 펜토미노 조각을 이용한 학습 활동

1) 펜토미노 조각을 이용하여 수행할 수 있는 학습활동으로는 난이도의 수준에 따라 다

음과 같이 6단계로 구분할 수 있습니다. 이는 처음에는 유아 수준의 모양 만들기로부터 

시작하지만 점차 도형 만들기로 나아감을 보여줍니다.

2) 펜토미노 12조각을 모두 사용하여 직사각형을 만드는 것은 매우 어려운 작업이므로 

그 이전에 학습자의 수준에 따라 넓이와 둘레라는 수학적인 내용 요소와 함께 분자의 

특성을 이용한 사고력이 필요한 5단계( k= 넓이둘레 값이 최대인 도형 만들기)를 게임 형

식으로 제공할 수 있을 것입니다. 이는 넓이가 일정할 때 둘레를 최소로 하려면 원에 

가까운 모양이어야 함을 시사해 주기도 합니다.

1단계: 일부만 사용하여 모양 만들기 2단계: 여러 가지 동물모양 만들기

3단계: 4조각 또는 9조각으로 큰 알파벳 모양 만들기 4단계: 일부만 사용한 직사각형 만들기

주의: 정확히 닮은 모양은 4조각 또는 9조각만으로 가능

함

5단계: k= 넓이둘레  값이 최대인 도형 만들기 6단계: 모든 조각 사용한 직사각형 만들기

k= 넓이둘레 의 값이 최대가 되려면 분자는

크고 분모는 작아야 한다. 그러려면 가능

한한 많은 조각을 사용하면서도 둘레가

단조로운 직사각형 모양을 만들어야 함을

스스로 판단해 내어야 한다.

(수준별 제작 가능)

3×20 보드는 2개,
4×15 보드는 368개
5×12 보드는 1010개,
6×10 보드는 2339개의 
해답이 있지만 그 어느 
것 하나 쉽지는 않다.

3) (참고) 처음에는 5개 이하의 정사각형으로 이루어진 폴리오미노 전체를 사용하는 것에서

부터 정사각형 5개로만 이루어진 펜토미노만 사용하는 경우로 제한해 가는 것도 가능합니

다.
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물음 선택한 결과

<0단계>

출발점 선택 

<1단계>

속성나열

<2단계>

속성부정하기
What if (not)?

<3단계>

의문제기와 
문제설정

4. 변형 블로커스

학습자들은 블로커스를 직접 체험하면서 단순히 재미보다는 블로커스 속에 들어있는 

수학적인 요소와 원리를 감각적으로 체득할 수 있어야 합니다. 하지만 수준높은 학습자

라면 그보다 한 단계 더 발전하여 변형된 블로커스나 새로운 문제를 만들어 볼 수 있는 

기회를 제공할 필요가 있습니다. 여기에 필요한 것이  ‘What if (not)?'이라는 전략입니

다. ‘What if (not)?'전략을 사용하여 변형 블로커스를 직접 만들어봅시다. 교사는 직접 

구체적인 게임을 설계해 보는 것이 가능하지만 학습자의 경우는 전략을 세우고 대략적

인 게임설계 후 토론을 하면서 게임의 문제점을 해결해나가는 활동을 하는 것으로 학습

에 활용하는 것이 좋습니다.

블로커스 변형의 예 : 블로커스 트리곤, 3D 블로커스
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학습 정리

1. 블로커스에 들어있는 학습 요소로는 예상하기, 규칙 찾기, 기준에 따라 분류하기와 같은 방법적인 요소와 공간감각

(지각, 변환), 둘레와 넓이, 비율과 같은 내용적 요소들이 있습니다. 뿐만 아니라 실제 게임에서는 어떤 전략을 사용

할 때 상대방의 수나 심리를 파악하는 판단력과 같은 종합적인 능력도 필요합니다.

  

2. 블로커스의 구성 요소와 사용 규칙, 승패 방법 등에 ‘What if (not)’의 전략을 사용하면서 새로운 변형 블로커

스를 만들 수 있습니다. 학습자들이 제안한 새로운 게임을 함께 수행해 보면서 토론을 거쳐 수학적으로도 의미가 있

고 재미있는 게임을 만들어 보기를 기대합니다. 이때 사용할 수 있는 한 가지 방법이  ‘What if (not)?'이라는 

전략입니다.

3.  예를 들어, ‘단위 모양 조각이 정사각형이 아니라 정삼각형이라면?’이라는 질문을 통해 나온 것이 블로커스 

트리곤이며, ‘단위 모양이 평면이 아닌 정육면체라면?’이라는 질문을 통해 나온 것이 3D 블로커스입니다.

학습 평가

1. 5개 이하의 정사각형을 변끼리 붙여 만든 서로 다른 조각들을 일부 또는 전부 사용하여 

만든 도형들 중에서 k= 도형의넓이도형의둘레 의 값이 최대인 경우의 둘레의 길이를 구하시오.

① 34 ② 36 ③ 38 ④ 40 ⑤ 41

2. 다음 중 일반인들이 기존의 블로커스를 변형하여 사용하고자 할 때 가장 불편하거나 부적

합한 것은?

① 숫자 타일을 1부터 15까지 더 늘려서 사용한다.

② 타일의 일부를 빼 놓고 그 타일들이 무엇인지를 모른 상태에서 게임을 시작한다.

③ 원래의 조커는 없애고 숫자 타일 중 13을 조커로 사용하되 같은 색깔에서만 사용한다.

④ 받침대가 4개이므로 두 사람이 게임을 할 때 각자 2개의 받침대를 사용하여 4인 경기자

가 게임하는 것처럼 한다.

⑤ 연속인 수나 색이 다른 같은 수를 조합하듯이 합이 30이상이면서 약수와 배수의 관계가 

되는 수들끼리는 조합을 허용하도록 한다.

3. 'What if (not)?' 전략 중 다음 <보기>의 문장이 해당하는 가장 적합한 단계는?

<보기>

왜 조커는 2개뿐일까? 두 명이 게임을 할 때 각자 숫자를 하나씩 뽑아 그 수도 조커로 사

용하자. 단, 숫자 조커는 자신과 색깔이 같은 타일이 포함되어 있을 때만 사용할 수 있다.

① 출발점 선택    ② 속성 열거하기   ③ 속성 부정하기   ④ 의문제기  ⑤ 문제 설정 
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학습 안내

3D블로커스게임은 평면 게임인 블로커스와 루미스라는 입체 게임이 결합하여 진화

한 것입니다. 게임을 위해서는 폴리큐브 4세트와 게임판이 필요합니다. 4개 이하의 정

육면체 조각들을 면끼리 이어 붙여 만든 조각들의 모양들을 잘 이해하고 그 모양들이 

게임판에 남은 빈 자리의 모양과 잘 들어맞는지를 판단해야하므로 우선 입체도형에 

대한 공간감각과 수학적 사고력이 필요합니다. 특히 상대방이 놓았거나 남겨둔 조각들

에 대한 기억력과 판단력도 필요하며 상황에 따른 적절한 대처방법도 필요하므로 공

간을 활용한 전략게임이라고 할 수 있습니다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. (지식과 이해) 3D블로커스 게임에 사용하는 폴리큐브 조각들의 모양들을 분류하고 

게임의 규칙을 바르게 이해할 수 있습니다.

2. (기능과 활동) 게임에 사용되는 입체 조각들을 활용한 밀기, 돌리기, 뒤집기 등의 

공간감각 기능을 잘 활용할 수 있습니다.

3. (수학적 사고) 고득점을 위한 개인 전략을 세우고 상대방의 전략을 잘 간파할 수 

있습니다.

4. (태도와 의지) 기존의 게임을 활용하여 새로운 게임을 만들어 보려는 태도와 의지

를 갖습니다.
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학습 내용

1. 폴리큐브 조각들의 모양

정육면체
의 개수 모양 이름 타일의 

종류

사용된 
정육면
체의 
개수

1 모노큐브 1 1

2 디큐브 1 2

3 트리큐브 2 6

4

1층

테트라큐브

5 20

2층 3 12

5

1층

펜타큐브

12 60

2층 17 85

종합 41 186

폴리큐브는 정육면체를 면끼리 이어붙여 만들 수 있는 서로 다른 모양 조각들을 말합

니다. 정육면체의 개수에 따라 모노큐브, 디큐브, 트리큐브, 테트라큐브, 펜타큐브라고 

하며 테트라큐브 중 1층짜리 5개는 테트로미노 조각이며, 펜타큐브 중 1층짜리 12개는 

펜토미노 조각입니다. 총 41종 186개의 정육면체 조각으로 구성되는데, 모노미노는 엄격

히 말하면 ‘여러 개’라는 뜻의 ‘Poly'에는 해당하지 않으므로 폴리큐브에서는 제외하여 

40종 185개만 폴리큐브라 부르기도 합니다.
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2. 3D 블로커스 제품 구성

쓰리디(3D) 블로커스 조각은 회전 게임판 1개와 빨노파녹색의 폴리큐브(Ppoly cubes) 4

세트와 게임판 위에서 사용하는 4가지 종류의 마스크로 구성됩니다. 3D 블로커스는 폴리

큐브 중 정육면체 2개로 만들 수 있는 디큐브, 정육면체 3개로 만들 수 있는 두 조각의 

트리큐브, 그리고 정육면체 4개로 만들 수 있는 8조각의 테트라큐브로만 구성된 총 11종

의 40개 정육면체가 사용됩니다.
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3. 3D블로커스 게임 방법

 자기의 색깔을 하나씩 정하고 4가지 
마스크 중 한 개를 선택합니다. 첫 번째 사람은 
자신의 블록을 반드시 마스크 안쪽 가장 자리
에 놓아야 합니다.

 다음 턴이 돌아오기까지 처음에는 바로 앞 
사람이 내려놓은 블록에 반드시 한 면 이상 닿
아야 합니다. 이후로는 3D 블로커스의 가장 중
요한 규칙으로 자신의 색 블록과 반드시 한 면 
이상 닿도록 연결해야 한다는 점입니다.

 각 마스크마다 정한 최대 높이를 넘지 않아
야 합니다.

 더 이상 블록을 내려놓을 수 없게 되면 게
임은 끝이 납니다. 그리고 위에서 내려 보았을 
때 자신의 블록 색이 가장 많이 보이는 사람이 
이깁니다.
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4. 3D 블로커스 게임을 위한 연습 사이트

http://ainedu.co.kr/shop/blokus.html에서 (1)손님(guest)으로 등록하고 (2)방 만들기

(Create game)에서 (3)3D블로커스를 선택하고 (4)설명서를 읽은 다음 (5)빈 자리에 컴퓨터

를 선택하면 게임을 시작할 수 있다.
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학습 정리

1.3D블로커스(3D Blokus) 게임은 4개 이하의 정육면체를 면끼리 이어붙여 만든 폴리큐브 조각들을 돌리거나 뒤집어 

놓으면서 빈 자리를 차지하는 공간감각 학습뿐만 아니라 기억력과 종합적인 판단을 위한 수학적 사고력을 필요로 

하는 전략 게임으로서의 교육적 가치를 지니고 있습니다. 

1) 준비물: 

2)게임의 목표: 위에서 바라보았을 때 자기 색깔이 많은 사람이 이깁니다.

3)게임 방법

   1) 각자 자기의 색깔을 하나씩 정하고 4가지 마스크 중 한 개를 

선택합니다. 

   2) 첫 번째 사람은 자신의 블록을 반드시 마스크 안쪽 가장 자리

에 놓아야 합니다. 

   3) 처음에는 바로 앞 사람이 내려놓은 블록에 반드시 한 면 이상 

닿아야 합니다..

   4) 두 번 째 턴 부터는 자신의 색 블록과 반드시 한 면 이상 닿

도록 연결해야 합니다.

   5) 각 마스크마다 정한 최대 높이를 넘지 않아야 합니다.

   6) 더 이상 블록을 내려놓을 수 없게 되면 게임은 끝이 납니다. 

4. 승리를 위한 작전

   1) 가능한한 복잡한 모양의 2층짜리 블록부터 사용합니다.

   2) 자기 색깔의 블록과 연결되는 옆면을 이용하여 다른 사람의 블록의 윗면을 공략합니다. 

   3) 제한된 높이를 고려하면서 맨 윗 면의 칸 수를 차지합니다.

   4) 위로만 솟아오르기보다 옆면을 활용하여 옆으로 넓혀갑니다.

   5) 평평한 모양보다는 불규칙인 모양을 만들어 갑니다.
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학습 평가

1. 3D블로커스 게임에 대한 아래의 설명들 중 가장 잘못 된 것을 고르시오.

① 3D블로커스 게임은 1~4명이 즐길 수 있는 흥미진진한 공간감각 활용 전략 게임이다.

② 3D블로커스 게임은 운보다는 공간감각 활용 능력과 전략적 사고가 필요하다.

③ 3D블로커스 게임에서는 불규칙적인 모양의 2층 구조물을 먼저 사용해야 한다.

④ ‘블로커스’라는 뜻에서 알 수 있듯이 다른 색깔의 블록을 효율적으로 차단해야 한다.

⑤ 3D블로커스 게임에서 승리하려면 공간감각, 논리적 판단, 기억력, 문제해결의 전략이 

필요하다.

2. 3D블로커스 게임에서는 폴리큐브 조각들의 모양을 잘 활용해야 합니다. 3D블로커스와 

폴리큐브 조각들에 대한 설명으로 옳은 것을 고르시오.

① 3D블로커스 게임에 사용되는 조각들은 모두 41종이다.

② 정육면체 4개를 면끼리 연결하여 만들 수 있는 테트라큐브 조각은 8개이다.

③ 정육면체 5개를 면끼리 연결하여 만들 수 있는 펜타큐브 조각은 12개이다.

④ 테트라큐브 조각들 중에 면대칭이 아닌 도형은 3개이다.

⑤ 테트라큐브 조각들 중에 서로 면(거울)대칭도형이 되는 조각들은 없다.

3. 3D 블로커스 조각들의 일부 또는 전부 사용하여 만들 수 있는 도형들 중에서 

k= 도형의부피도형의겉넓이 의 값이 최대인 경우의 부피를 구하시오.( )
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21차시: 폴리큐브를 통한 조건변경의 확장 지도

학습 안내

 이번 시간에는 지난 시간에 익힌 폴리큐브 조각 모양에 숨어있는 수학적 요소를 

좀 더 생각해 보면서 이를 수업에 활용할 수 있는 방법과 ‘What if (not)?’의 전략을 

사용한 새로운 게임이나 문제를 만들어 보고자 합니다. 3D블로커스 게임에 사용한 조

각들은 ‘폴리큐브’라고 합니다. 이 조각들의 특징을 먼저 이해해야 기존 게임의 타일 

모양이나 게임 규칙 등을 바꾸어 새로운 문제로 활용 할 수 있습니다. 이처럼 폴리큐

브를 활용하여 게임이나 학습 활동을 확장시켜나간 사례를 통해 폴리큐브 지도 방법

을 생각해 봅시다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. (지식과 이해) 3D블로커스 게임에 사용하는 폴리큐브 조각들의 모양들을 분류하고 

게임의 규칙을 바르게 이해할 수 있습니다.

2. (기능과 활동) 폴리큐브 조각들 활용한 학습 활동을 탐구할 수 있습니다.

3. (수학적 사고) ‘what if (not) 전략’을 이용한 확장적 사고를 개발시킬 수 있습니다.

4. (태도와 의지) 기존의 게임이나 자료를 활용하여 새로운 게임이나 발전된 자료를 

만들어 보려는 태도와 의지를 갖습니다.

5. (학습지도면) 이상의 학습목표를 학생들도 성취할 수 있도록 지도하는 방법과 수업

에서 활용할 수 있는 몇 가지 소재를 배우게 됩니다.
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정육면체의 
개수

모양 종류
사용된 

정육면체의 
개수

이름

1 1 1 (monocube)

2 1 2 디큐브
(dicube)

3 2 6 트리큐브
(tricube)

4

(1층)  
정육면체가 3개일 때의 트리큐브 두 가지 기본도형에 정육면체를 하나씩 덧붙여가면서 
만들어지는 모양들 중에 돌리거나 뒤집어서 겹쳐지는 모양을 제외하고 남는 1층으로 된 
도형은 테트로미노(I, L, N, O, T)의 5개와 같습니다.

5 20
입체형 

테트로미노
테트라큐
브

(tetracu
be)(2층) 

이제 2층으로 된 도형을 만들기 위해 트리큐브의 일자형 어느 곳에  정육면체를 올려놓
더라도 이를 앞으로 잡아 당기면 1층의 L 또는 T모양과 같아집니다. 따라서 트리큐브의 

ㄱ자 모양( )의 앞, 중간, 뒤 세 곳에 각각 하나씩 놓은 2층만 만들 수 있습니다. 첫 

번째와 세 번째의 모양은 처럼 거울 대칭이며 입체합동은 아닙니다. 

3 12

5

(1층)

테트라큐브의 와 의 주위에 각각 빨간색 정육면체를 하나씩 붙여가면서 중
복되지 않는 것을 찾으면 3개와 7개를 만들 수 있습니다. 그리고 계속하여 다른 조각인 

로부터 와 로부터 을 얻을 수 있습니다. 이처럼 정육면체 5개로 
만들 수 있는 1층 모양은 펜토미노의 12조각입니다. 이들의 이름은 알파벳 순서로 재분류
하면 IF L(a)Nd(이프 란드) 또는 FIL(a)Nd(필란드)와 TUVWXyZ입니다.

12 60

1층으로 된 

입체형

펜토미노

펜타큐브
(pentac
ube)

(2층)     

테트라큐브의 L과 J 위에 각각 검은색 정육면체를 하나씩 올려놓으면서 중복되지 않는 것
을 찾아갑니다. 그러면 L3와 J3는 서로 합동이 됨을 알 수 있습니다. 
마찬가지로 N과 S, T, O 모양 위에 검은색 정육면체를 하나씩 올려놓으면 N1, N2; S1, 
S2, T1, T2, 그리고 Q가 만들어 집니다. 이제 바닥에는 정육면체가 3개인 트로미노 조각
을 놓고 2층에 2개를 올려놓는 방법은 A와 V1, V2가 만들어 집니다.

17 85
2층으로 된

구조물

계 41종의 186개 정육면체 41 186

학습 내용

1. 폴리큐브 만들어 분류하기

 5개 이하의 정육면체를 사용하여 만들 수 있는 서로 다른 모양 조각은 모두 41종이며 이 때 사용된 정육면체의 개수는 

186개입니다. 개수와 층수, 그리고 서로 대칭인 모양을 고려하여 빠트림없이 중복되지 않게 구하려면 ‘기준에 따라 분류해 보

려는 생각’이 필요합니다. 
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<기준에 따라 분류하기> 테트라큐브와 펜타큐브를 빠트리지 않고 중복되지 않게 분류하는 기준

   ( 1) 개수가 하나 적은 폴리큐브의 조각들을 기준 조각으로 삼아 그 조각들의 둘레를 
돌아가며 정육면체를 하나씩 붙이기

   =>( ) 테트라큐브를 만들 때는 가능하나 펜타큐브의 경우는 테트라 큐브가 8개나 되므로 기준량이 많아서 복잡해진다.
   (분류기준 2) 가로 또는 세로 방향으로 길게 놓여있는 정육면체를 기준으로 나머지 정육면체들이 한 쪽에

만 놓이는 경우, 양쪽에 놓이는 경우로 구분하기
  =>(평가) 1층의 구조물의 경우는 가능하다. 그러나 2층 구조물의 경우는 별도로 생각해야 한다.
   (분류기준 3) 일단 층수로 분류하고 2층의 경우만 일일이 따지기
   =>(평가) 폴리오미노를 학습한 경우라면 1층은 쉽게 알 수 있으므로 효율적이다. 그러나 2층 구조물의 경우에도 기준이 필요하다.
   (분류기준 4) 일단 층수로 분류하고 2층의 경우는 1층 구조물을 기준으로 분류하기
   =>(평가) 2층으로 된 구조물이 가능한 1층의 모양을 먼저 파악해야 한다. 입체 구조물은 그 자체가 면대칭이 아니라

면 거울대칭의 위치에 놓인 두 도형은 서로 합동이 아니다. 따라서 개수가 적은 1층의 모양이 서로 거울대칭의 위치에 
있는 두 도형인지도 고려해야 한다.

2. 폴리큐브 조각의 이름 붙이기

소개하고 있는 어떤 웹사이트에서는 폴리큐브를 만들기 위해 각 조각들의 모양을 

기억하기 쉽도록 하기 위해 영어 알파벳을 사용하고 있습니다. 1층의 구조물은 평면형의 폴리오

미노 모양의 이름을 그대로 사용해도 되므로 정육면체가 4개, 5개일 때는 각각 ‘입체형 테트로미

노’, ‘입체형 펜토미노’라고 부르기로 합시다.

(1) 테트라큐브의 2층 구조물인 경우,

1층 모양이 한글의 ‘ㄱ’자, 또는 영어의 ‘C’나 ‘V’ 모양인데 다른 모양 조각들의 이름과 통

일하기 위해 영어를 사용하기로 하고 더 앞에 있는 C를 사용하여 

C1 , C2, C3 로 부르기고 합시다.

(2) 펜타큐브의 2층 구조물인 경우,

1층에 놓인 모양에 따라 L, J, N, S, T, O라 하고  그 위에 하나씩 올려놓으면서 

(L1, L2, L3, L4), (J1, J2, J3, J4), (N1, N2), (S1, S2), (T1, T2), Q라고 합시다.

그리고 1층이 C인 경우는 2층에 놓은 모양에 따라 각각 (A, V1, V2)라 부르기로 합시다.

지도초점: 교사가 학습 자료를 구성할 때 웹사이트에 소개하고 있는 

것이라도 무비판적으로 수용하기보다는 ‘리-크리에이션’이라는 관

점에서 바라보면서, 기존 자료와 충돌이나 모순이 생기지 않도록 하

면서 확장 또는 발전시켜보려는 마인드가 생기도록 자극해 주어야 

합니다.
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3. 폴리큐브를 활용한 학습 활동
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1)폴리큐브 조각을 이용하여 수행할 수 있는 학습활동으로는 폴리오미노를 활용한 수

업과 유사한 방식으로 진행할 수 있습니다.

2)입체형이라 할지라도 1층으로만 배열한다면 폴리오미노를 활용한 학습을 그대로 할

수도 있습니다. 하지만 폴리큐브를 이용하면 평면으로만 제한하지 않고 자연스럽게

입체 구조물을 만들게 됩니다.

3)아래의 각 단계는 처음에 유아 수준의 모양 만들기로부터 시작하지만 점차 도형 만

들기로 나아감을 보여줍니다.

1단계: 일부만 사용하여 생활 속의 모양 만들기
2단계: 특정 조각만 사용하여 대칭 구조물 만들기

(예, 소마큐브로 면대칭 구조물 만들기)

건물 뱀 묘비

소파 로봇 우물

    피라미드      침대       터널

    시상대         목욕탕

3단계: 펜토미노를 이용한 입체형 알파벳 모양 만들기 4단계: 조각의 일부를 이용하여 직육면체 만들기

5단계: K=
부피겉넓이  값이 최대인 입체도형 만들기

6 : 제한된 조각으로 K= 부피겉넓이 값이 최대인 직육면체 만들

기

K=
부피겉넓이 값이 최대가 되려면 분자는 크고 분

모는 작아야 한다. 그러려면 가능한한 많은 조각을 사용

하면서도 겉이 단조로운 직육면체 모양을 만들어야 함을 

스스로 판단해 내어야 한다. (수준별 제작 가능)

모든 조각을 사용한 쌓기 나무 186개로는 정육면체나 직

육면체가 만들어지지 않습니다. 5단계의 확장으로서 

K=
부피겉넓이 값이 가장 큰 경우를 만들되 가장 단순

한 조각인 모노큐브(1), 디큐브(2), 일자형 트리큐브(3)만 

제외하고 입체구조물을 만들려면 난이도는 매우 높아집

니다.

4)폴리큐브를 이용하여 만들 수 있는 가장 안정적인 도형은 직육면체입니다. 그러나 특
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테트라큐브 조각들로 만든 각종 구조물들

소마큐브

정한 이름을 갖는 조각들(예, 테트라큐브 8조각

이나 입체형 펜토미노 12조각)을 모두 사용하

여 직육면체 모양을 만드는 것은 쉽지 않은 작

업입니다. 따라서 그 중 일부의 조각만 사용하

여 직육면체를 만들어 보는 것도 필요합니다.

그러려면 직육면체가 되기 위해서는 몇 개의 

조각이 필요한지도 생각해 보게 됩니다.

소마큐브는 정육면체 4개 이하의 조각들 중 

3×3×3의 정육면체를 만들기 위해 있는 피에트 

하인이 특정한 7조각을 선택한 것입니다. 그런

데 “왜 하필 그 7조각을 택했을까?”라는 질문

에는 답을 해 주지 못하고 있습니다. 3×3×3의 

정육면체를 만들 수 있도록 조합할 수 있는 조각들은 많

기 때문입니다. 따라서 3×3×3의 정육면체를 만들 수 있

는 변형 소마큐브도 충분히 가능합니다.

5)학습자의 수준에 따라 겉넓이와 부피라는 수학적인 내용 요소와 함께 분수의 특성을 

이용한 사고력이 필요한 5단계( K= 부피겉넓이 값이 최대인 입체 도형 만들기)를 게임 형식

으로 제공할 수 있을 것입니다. 이는 부피가 일정할 때 겉넓이를 최소로 하려면 구에 가

까운 모양이어야 함을 시사해 주기도 합니다.

(참고) 조각의 모양과 개수를 제한하여 

(1)정육면체 4개 이하로 이루어진 폴리큐브를 사용하기 

(2)폴리큐브 중 일부만 선택적으로 사용하기 

(3)정육면체 5개로 이루어진 펜타큐브만 사용하기 

등으로 난이도별로 제한해 가는 것도 가능합니다.
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4. 폴리오미노에 What if (not)? 전략을 적용하여 확장한 사례들

(※아래의 각 경우들을 자세히 보려면 http://www.recmath.com/PolyPages/index.htm 참고하세요.)

출발점 모양 What if (not)? 변 형

(1)개수가 여러 개라면?
omino

(정사각형)

(4개인 경우)

①정사각형의 절반인 이등변 삼각형이라면?

poyaboles

②정사각형의 절반인 직사각형이라면?
polyares

③이웃하는 칸을 색으로 구분한다면?

chequered polyforms

④모서리부분에 붙인다면? polyplet

⑤사각형의 각이 60-90-90-120이라면? polykite

(2)정사각형이 아니라면?

iamond

(정삼각형)

(6개인 경우)

①정육각형이라면?

polyhexes

②등변사다리꼴이라면?

polyhes

③정삼각형 3개를 일부 자른 것과 혼합하
면?

polypon(30-30-120)

④선으로 표현한다면? polyedge

(3)입체라면?
cube

(정육면체)

(4개인 경우)

①정육면체를 만들 수 없을까?(27개의 큐
브)

somacube

②큐브의 조각들을 다른 모양으로 바꾸면?

변형소마큐브

③정육면체의 절반인 직육면체라면?

polybes

(4)기타 원이나 구를 여러 개 연결하여 붙인다면?
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학습 정리

1. 폴리큐브는 일정한 개수의 정육면체를 면끼리 붙여 만든 조각들입니다. 개수에 따라 모노큐브, 디큐브, 트리큐브, 테트

라큐브, 펜타큐브, ...라고 부릅니다. 이 조각들을 만들 때는 층수로 구분하여 만들되 1층으로만 된 것은 폴리오미노와 

똑같습니다. 따라서 폴리큐브를 활용한 활동은 평면도형의 폴리오미노를 활용한 탐구활동을 모두 포함하고 더 심화된 

입체도형 활동으로 확장한 것입니다. 

    (예) 테트로미노와 테트라큐브

       

  

2. 폴리큐브 탐구활동에 들어있는 학습 요소로는 예상하기, 규칙 찾기, 기준에 따라 분류하기 같은 방법적인 요소와 공간

감각(지각, 변환), 겉넓이와 부피, 비율, 닮음과 같은 내용적 요소들이 있습니다. 그리고 3D블로커스와 같은 게임에서

는 어떤 전략을 사용할 때 상대방의 수나 심리를 파악하는 판단력과 같은 종합적인 능력도 필요합니다.

3. 테트리스라는 게임에 사용되는 조각의 모양으로부터 그 개수를 늘린 폴리오미노로부터 시작하여 이 폴리오미노의 조건

을 변경하면서 퍼즐을 확장해 나갈 수 있습니다. 이때 사용할 수 있는 한 가지 방법이  ‘What if (not)?'이라는 전

략입니다.

  폴리큐브의 종류를 자세히 알아 보려면 http://www.recmath.com/PolyPages/index.htm 참고하세요.

4. 이 중 폴리큐브를 활용한 학습을 단계별로 활용한 예는 다음과 같습니다.

1단계: 일부만 사용하여 생활 속의 모양 만들기
2단계: 특정 조각만 사용하여 대칭 구조물 만들기(예, 소마큐브로 면대칭 구조물 만

들기)
3단계: 펜토미노를 이용한 입체형 알파벳 모양 만들기
4단계: 조각의 일부(테트라큐브, 소마큐브, 펜타큐브)를 이용하여 직육면체 만들기

5단계: K=
부피겉넓이  값이 최대인 입체도형 만들기

6단계: 제한된 조각으로 K=
부피겉넓이 값이 최대인 직육면체 만들기

(참고) 조각의 모양과 개수를 제한하여 

     (1)정육면체 4개 이하로 이루어진 폴리큐브를 사용하기 

     (2)폴리큐브 중 일부만 선택적으로 사용하기 

     (3)정육면체 5개로 이루어진 펜타큐브만 사용하기 

등으로 난이도별로 제한해 가는 것도 가능합니다.
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학습 평가

1. 연결큐브를 이용하여 앞, 옆, 위의 어떤 방향에서 보더라도 반드시 3층이 있도록 하려
면 최소한 몇 개의 큐브가 필요합니까?

① 6개        ② 7개           ③ 8개         ④ 9개          ⑤ 10개 

2. 한 모서리의 길이가 1인 정육면체 큐브를 면끼리 붙여 만든 폴리큐브 조각들을 일부 

또는 전부 사용하여 만든 입체도형들 중에서 K= 도형의부피도형의겉넓이 의 값이 최대인 경우의 겉

넓이를 구하시오.

① 180 ② 186 ③ 192 ④ 202 ⑤ 208

3. 폴리오미노의 조건에 'What if (not)?' 전략을 사용하여 만든 여러 가지 퍼즐의 종류가 잘못짝지어진 것은?

①정사각형의 절반인 이등변삼각형이어붙이기  ▶ 폴리아볼스(poyaboles)

②정사각형의 절반인 직사각형이어붙이기      ▶ 폴리아몬드(polyiamonds)

③정육각형을 4개 이어 붙인다면? ▶ 테트라헥스(tetrahexes)

④4개 이하의 큐브로 정육면체를 만들기       ▶ 소마큐브(somacudes)

⑤4개의 큐브만으로 만든 서로 다른 조각들    ▶ 테트라큐브(tetracubes)

→
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22차시: 하노이탑

학습 안내

http://www.puzzlemuseum.com/month/picm07/2007-03_Hanoi_1st_lab_375.jpg

바라문교와 관련하여 전해내려오는 하노이 탑의 전설은 이미 수학사의 고전이 되어있을 뿐만 

아니라 현대의 영재들이 도전하고자 하는 좋은 과제로 수학과 정보과학 분야에서 자주 인용되는 주제입니

다.

하노이 탑은 원래 레크리에이션 수학의 한 가지 유형에 속하는 전통적인 수리퍼즐의 일종이지만 그것을 

다각도로 변형한 변형 하노이탑이 많이 개발되어 있습니다. 기존의 조건을 변형하여 끊임없이 새로운 문

제를 만들어 보려는 이런 도전 정신은 리크리에이션 수학에서 추구하는 발명과 창조의 원동력이 됩니다.

이 활동을 통해 여러분들은 생활 속의 Recreation 속에 들어있는 수학적인 사실이나 규칙을 이해하고,

그것을 변형하여 수학적인 Re-Creation을 해 보려는 수학적인 마음가짐(Mathematical Attitude)이 생겨나

기를 희망합니다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. (지식과 이해) 하노이탑 원판의 이동 규칙을 알고 관련 문제를 해결할 수 있습니다.

2. (기능과 조작) 원판의 개수와 기둥의 개수가 주어진 하노이탑을 실제로 옮길 수 있습니다.

3. (수학적 사고) 수학적 규칙과 수량들 사이의 관계를 추론할 수 있습니다.

4. (태도와 의지) 하노이탑에 담긴 여러 가지 수학적 성질을 찾고 문제를 해결하려는 태

도와 호기심을 가지게 됩니다.
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학습 내용

1. 하노이탑의 전설 따라잡기

하노이탑 모형(교구)를 활용하여 직접 실험해 봅시다.

1. (개인별로 실험 해보기) 하노이 탑 모형(교구)의 첫 번째 기둥(A)에 3개의 원판을  꽂고 

이 원판을 모두 세 번째 기둥(C)으로 옮겨봅시다. 성공했다면 원판의 개수를 4개로 늘

려 다시 시도하면서 자신이 원판을 옮긴 이동 횟수를 적어 봅시다.

- 원판의 개수가 3개일 때 자신이 원판을 옮긴 이동 횟수: ( )회

- 원판의 개수가 4개일 때 자신이 원판을 옮긴 이동 횟수: ( )회

A B C

2. (최소 이동 횟수 구하기) 원판의 개수가 3개, 4개일 때 원판의 최소 이동 횟수를 구하

여 봅시다.

- 원판의 개수가 3개일 때 최소 이동 횟수: ( )회

- 원판의 개수가 4개일 때 최소 이동 횟수: ( )회

3. (하노이탑의 원판을 모두 옮기는 데 걸리는 시간을 개인별로 어림하기)

하나의 원판을 옮기는데 1초가 걸린다고 가정할 때, 64개의 모든 원판을 옮기는데 걸릴 

시간은 대략 얼마나 될지 예상하여 적어보시오.(정확한 값은 나중에 계산할 테니, 지금은 

자세히 계산하지 말고 어림한 시간을 10초 이내로 쓸 것!!)

∘ 예상하는 시간: 약 ____________(시간, 일, 년)

(필요한 단위까지 직접 표시하거나 쓰되 초단위로는 쓰지 마시오)
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2.하노이탑의 원판을 옮기는 규칙 속의 아름다움

원판은 작은 것부터 1, 2, 3, 4, …로 나타내고 기둥은 A, B, C의 번호를 매겨 움직이는 

원판의 번호와 옮겨가는 기둥의 번호를 기록하면서 발견한 규칙을 찾아봅시다.

원판
개수

목적지: C 기둥, 움직이는 원판의 번호는 1, 2, 3....으로,
옮겨간 기둥의 번호는 A, B, C로

각 원판이
옮기는 횟수

옮겨간
기둥 계

1 0 2 0 3 0 1 2 3 4 5 A B C

1
1

1 0 1 1 1
C

2
1 2 1

2 1 0 1 2 3
BCC

3
1 2 1 3 1 2 1

4 2 1 1 2 4 7
CBBCACC

4
1 2 1 3 1 2 1 4 1 2 1 3 1 2 1

8 4 2 1 3 5 7 15
BCCBABBCCAACBCC

5
5
C

6
(원판)

(기둥)

1 2 1 6
3 1 2 1 ↵
CBABBC
BCAAC↵

(발견한 규칙)
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3. 문제를 풀어 봅시다.

1.(계산하기) 하나의 원판을 옮기는데 1초가 걸린다고 가정할 때, 64개의 원판을 모두 옮기

는데 걸리는 시간은 실제로 얼마인지를 직접 계산하시오.(계산기 사용 가능)

(해설) 원판이 하나씩 늘어날 때마다 시간은 이전의 두 배씩 늘어난다. 즉, 개의 원판을 이동하는 최

소 이동횟수를  이라 하면,         .    
   ⋯⋯        

답은 2 64-1(초)이지만 이를 년으로 계산해야 하는데 12자리 정도밖에 안 나타나는 보통의 전자계산

기로는 직접 계산이 불가능하다. 따라서 2 10=1024라는 사실을 응용하여 계산이 가능한 값으로 변환

하여 처리할 필요가 있다. 즉, 2 64= 2 4×(2 10 ) 6=16×( 1.024) 6×10 18처럼 소수점을 이용하여 계산하

면 (18.4467440737)×10 18(초)와 같이 오차에 영향을 덜 받는 뒷자리는 수는 사라지더라도 앞자리 

수는 그대로 나타낼 수 있다. 이를 년으로 환산하면 약 (        )년이 된다.

2.(전설의 성취여부) 과연 하노이 탑의 전설은 이루어졌나요?

(해설) [아직도 이루어지지 않았다.(Not Yet!)]

3.(문제해결) (여러 가지 가설에 따라 다르지만 일단) 우주는 150억년, 지구는 45억년, 인

류는 1만년의 역사를 가진다고 합시다. 우주, 지구, 인류, 그리고 내가 탄생한 이래로 64

개의 원판 중 아직 한 번도 움직이지 않은 원판은 각각 몇 개나 될지 구하시오.(모둠이

나 짝끼리 분담하여 이 중 하나씩만 구해도 됨)

시점을 
기준으로 (1) 30년 (2)인류 1만년

(3)지구 역사 

45억년

(4)우주 탄생 

150억년

초로 계산 9.46억(초) 3조1536억(초) 14경1912조(초) 47경3040조(초)

(비교값)
2 30=10억7374만

1824

2 40=1조0995억1

162만7776

2 60=115경2921

조

2 60=115경2921

조

현재 움직이고 
있는 원판의 

번호는?

아직 한 번도 
움직이지 않은 

원판의 
개수는?

Think+

1 =365(일)*24(시간)*60(분)*60(초)=31536000=0.315x 10 8=0.315억(초)이므로 10년은 약 3.15억(초)

이다. 30개의 원판을 옮기는 데 2 30-1≒1024×1024×1024≒1.07×10 9(초), 즉 10.7억초는 대

략 30년 이상이다.

n개의 원판을 옮기는데 걸리는 시간과 n-1개의 원판을 옮기는데 걸리는 시간을 비교해 보자.
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학습 정리

1. 원판의 최소이동 횟수는 a n=2 n-1읻
   하노이 탑은 3개의 기둥에 크기가 다른 64개의 원판을 한 기둥에 끼워놓고 작은 원판이 큰 원판보다 항상 

위에 놓이도록 하면서 원판을 하나씩 움직여 모두 다른 기둥으로 옮기는 인도의 바라문교 전설에서 기원한 

수리퍼즐 교구이다. 많은 학생들이 원판이 n개일 때의 최소이동 횟수( a n=2 n-1)는 알고 있지만 그것을 

시간으로 표현하거나 실제로 옮기는 방법, 그리고 그와 관련된 다양한 문제해결에는 익숙하지 않다.

 

2. 각 원판의 번호가 옮겨가는 순서는 프랙털

  하노이탑의 각 원판을 옮길 때 움직이는 원판의 순서를 아래와 같이 표로 나타내면 좌우의 대칭형일 뿐만 아

니라 프랙털(자기동형과 무한반복성)이 나타나고 있다.

5번
원판 5 1

4번
원판 4 4 2

3번
원판 3 3 3 3 4

2번
원판 2 2 2 2 2 2 2 2 8

1번
원판 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 16

순서 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 171 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 31

이를 통해 원판의 개수가 n일 때 1번부터 n번까지 각 원판이 움직이는 횟수를 모두 합하면 다음과 같다. 

2 0+2 1+2 2+ ⋯⋯ +2 n - 1=2 n-1  

3. 각 원판이 옮겨가는 기둥의 번호는 원판의 개수에 따라 반복 

원판의 개수(n)가 홀수일 때 홀수번째 원판들은 모두 처음부터 목표 

기둥(C)으로 가야하고 이를 위해서는 짝수번째 원판들은 중간 기둥

(B)에 비켜 있어야 한다. 마찬가지로 원판의 개수(n)가 짝수일 때는 

짝수번째 원판들은 모두 처음부터 목표 기둥(C)으로 가야하고 이를 위해서는 홀수번째 원판들은 중간 기둥(B)에 비

켜 있어야 한다. 원판들이 놓인 위치에 따라 목표기둥과 중간기둥의 역할은 바뀔 수 있다. 즉, 아래 그림에서 B기

둥으로 옮겨간 n-1개의 원판들은 이제 B기둥에서 C기둥으로 옮겨가야 한다. 따라서 처음 절반 동안은 목표점이 C

에서 B로 바뀌었고, 절반이후로는 시작점이 A에서 C로 그 역할이 바뀐다. 
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학습 평가

1. 기둥이 3개인 하노이탑의 한 기둥에 크기가 다른 60개의 원판이 꽂혀 있다고 하자. 원판을 1초

에 하나씩 옮긴다고 할 때 60개를 모두 옮기는 데 걸리는 시간으로 가장 가까운 것은?

① 1년     ② 365년      ③ 365억년       ④ 1000억년       ⑤ 5849억년

2. 기둥이 3개인 하노이탑의 크기가 다른 원판 7개가 A기둥에 꽂혀있다. 작원 원판부터 

1, 2, 3, …의 번호를 매겨서 하나씩 모두 C기둥으로 최소이동횟수로 옮겨갈 때 100번째

의 이동은 몇 번째 원판이고 어느 기둥으로 옮겨가는지 바르게 짝지은 것은?

원판의 번호 - 기둥의 번호
① 1 - A
② 2 - B
③ 3 - A
④ 4 - B

⑤ 5 - C

3. 기둥이 3개인 하노이탑의 한 기둥에 64개의 절반인 32개의 원판이 꽂혀있다고 하자. 1초에 

하나씩 옮긴다고 가정할 때 10년이 지나도록 아직 한 번도 움직이지 원판의 개수는?

① 1 ② 2 ③ 3 ④ 4 ⑤ 5
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학습 안내

A B C

D

<당신은 바라문교의 현자로 부름 받았다.>

1 현자는 기둥이 3개인 하노이탑의 원판 64개를 모두 옮기는 데 걸리는 시간이 5849억년이라고 이론적으로만 계산해 내고 
그 원판을 실제로 옮기는 방법을 탐구했지만 64개의 원판을 모두 옮기지는 못하고 죽었다.

그 후 2대 현자가 나타났다. 그는 원판을 더 빨리 옮기기 위해 무공을 수련하기로 했다. 그 결과 1초에 1000개를 옮길 수 있는 염력이 생
겼다. 그러나 시간은 겨우 1/1000로 줄일 뿐이었다. 2대 현자는 인간 몸의 한계를 느끼고 고생만 하다 죽었다.

3대 현자가 나타났다. 그는 신을 직접 만나기 위해 영성훈련을 했고 그 결과 신을 만났다. “신이시여! 우리에게 자비를 베푸소서. 이 원판
의 개수는 너무 많으니 당신을 갈망하는 중생들을 위해 원판을 줄이는 것이 가능할지요?” 신은 “내가 중생들에게 자비를 베푸노라.”고 하
면서 제안에 동의했다. 3대 현자는 원판을 하나 줄일 때마다 시간이 절반으로 줄어들지만 여전히 너무나 많은 시간이 걸린다는 것을 알았
다. 그래서 다시 말했다. “우리의 고생함이 너무 심하니 원판을 10개, 아니 20개 줄여주시는 것도 가능한지요?” 신은 흔쾌히 승낙했다. “30

개? 아니, 확 절반으로 줄여 32개라면?” 갑자기 욕심이 생기자 현자는 신으로부터 확답을 듣지 못했다. “그렇다면 한 번만 더 용서하소서.

원판 64개의 개수는 그대로 두되 원판을 한꺼번에 2개씩 옮길 수도 있도록 허락해 주시면 안될까요?” 신은 승낙했다. 하지만 이 현자가 
살아있는 동안 아직도 그 전설은 이루어지지 않았다.

4대 현자가 나타났다. 그도 역시 신을 찾아갔다. 신이 먼저 물었다. “내가 네게 무엇을 하여 주기를 원하느냐?” 4대 현자는 조용히 말했다.

“신이시여, 원판의 개수를 줄이지도 말고 원판도 하나씩 원래대로 옮기겠습니다. 다만 이곳 당신의 보좌 옆에 기둥을 하나만 더 만들어 두
시고 제가 이곳에 왕래하면서 그 4번째 기둥도 사용할 수 있게 해주소서.”

그리하여 하노이탑의 전설은 신의 보좌 옆에 만든 4번째의 새로운 기둥을 사용하니 금새 임무를 완수할 수 있을 것 같았다. 걸리는 
시간은 대략 5시간보다 조금 더 될 것으로 추측했다.

그렇다면 그 원판들을 실제로 어떻게 옮기지? 어떤 원판을 어떤 기둥으로 옮겨야 한단 말인가? 원판을 실제로 옮길 수만 있다면, 당
신이 바로 바라문교의 새로운 현자가 된다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. (지식과 이해) 하노이탑 원판의 이동 규칙을 알고 관련 문제를 해결할 수 있습니다.

2. (기능과 조작) 원판의 개수와 기둥의 개수, 그리고 원판을 옮기는 규칙이 정해지면 

그 하노이탑을 실제로 옮길 수 있습니다.

3. (수학적 사고) 수학적 규칙과 수량들 사이의 관계를 추론할 수 있습니다.

4. (태도와 의지) 하노이탑에 담긴 여러 가지 수학적 성질과 변형 하노이탑을 탐구하려

는 태도와 호기심을 가지게 됩니다.

5. (학습지도의 측면) 이상의 학습목표를 학생들도 성취할 수 있도록 지도하는 방법과 

수업에서 활용할 수 있는 몇 가지 소재를 배우게 됩니다.



23차시: 하노이탑을 통한 규칙성 지도

- 183 -

학습 내용

1. 하노이탑 전설 소개

아래와 같은 적절한 Math Fiction을 구성하여도 좋다.

(Math Fiction)

多神의 대표적인 나라인 일본에는 1백만의 신이 있다고 하지만 인도에는 1억 이상의 

神이 있다. 그 중 한 신을 믿는 인도의 바라문교에는 다음과 같은 전설이 전해지고 

있다.

“우리의 신이 천지와 인간을 만든 후 그것을 기념하여 갠지즈 강변에 3개의 큰 

다이아몬드 기둥을 세우고 64개의 황금원판을 만들어 가운데 부분에 똑같은 크

기의 구멍을 뚫어 한 기둥에 꽂아 두었다. 신은 안식여행을 떠나면서 인간에게 

독수리처럼 하늘을 날 수 있는 날개나 코끼리처럼 무거운 물건을 들 수 있는 

힘은 주지 않았지만 당면한 문제를 해결할 수 있는 지혜와 함께 신을 만날 수 

있는 영성을 주었다고 한다. 인간들이 이 원판을 모두 다른 기둥으로 옮기는 

그 날에 신은 다시 이 땅에 내려와 인간을 맞이할 것이며 인간과 함께 영원히 

살기로 약속했다.”

이 전설이 언제 이루어질 지는 간단한 수학 계산만으로도 가능하지만 그것의 실제적 

성취를 바라는 바라문교의 사람들은 그 원판을 실제로 옮겨야 한다. 그런데 문제는 아

래에 놓인 황금 원판들은 보통의 사람이 들 수 있는 무게가 아니라서 실제로 그것들을 

다 옮기는 데는 이론적인 계산보다 더 많은 시간이 걸린다는 것이다. 이제 여러분의 

지식과 지혜, 그리고 영성을 활용하여 이 바라문교가 당면한 문제를 해결해 주길 바란

다.

[주의] 하노이탑의 전설이 이루어지기까지 걸리는 시간은 교사가 직접 알려주기보다 학생들이 탐구한 후 

직접 계산해 보도록 한다.

Think+ 이 하노이탑의 전설은 실제로 이루어졌을까? 그렇지 않다면 그 원인은 무엇이라고 생각하는가?



- 184 -

http://people.revoledu.com/kardi/tutorial/Reinfor
cementLearning/Tower-of-Hanoi-Game.htm

2. 하노이탑 교구 탐색

1) 하노이탑 전설이 이루어지기까지 어느 정도의 시간이 걸릴지를 먼저 1분 동안만 대략 

예상하여 학습지에 기록하고, 그것을 발표하도록 하여 몇 가지의 추측하는 값들을 칠판

에 적어둔다.

2) 나머지 사람들도 자신이 생각하는 가장 가까운 값에 손을 들도록 하여 통계조사를 실

시하고 나중에 실제로 계산한 값과 얼마나 차이가 있는지를 확인해 보도록 한다.

3)(개별 대항) 기둥이 3개, 원판이 4~5개인 웹프로그램

을 프로젝터를 사용하여 화면으로 띄워놓고 각 학생들

에게 컴퓨터와 빨리 옮기기 시합을 하면서  원판을 옮

기는 규칙을 찾아야 할 필요를 느낀다.

4) 원판의 개수가 많으면(5개 이상) 그 원판들을 실제

로 옮기기 힘들므로 복잡한 경우는 단순화(원판이 3개)

하여 생각해 보도록 한다.

5) 표를 통해 귀납 추측한 값은 불완전하므로 일반적인 관계식(점화식)을 찾아보도록 한다.

3. 모둠별로 토론하며 상호 가르치기

1) (모둠별 대항) : 지정한 원판(기둥)의 개수를 이용하여 각 조원들이 모두 해결(가장 느

린 한 사람을 제외할 수도 있음)하는 데 걸린 시간 순으로 승패를 결정한다.

2) 개인적으로 빨리 완성하는 것보다 느린 사람이 더 늦지 않도록 서로 협력하여 도와주

어야 한다. 이를 위해서는 원판을 옮기는 원리를 다른 사람에게 설명할 수 있어야 한

다.

정보 더하기 Information

� 개수를 n이라 할 때 최소이동횟수를 이라고 하자. n개의 원판을 옮기려면 위쪽에 있는 

(n-1) 개의 원판을 모두 다른 막대로 옮긴 후에 맨 

아래 원판을 빈 막대로 옮기고, 다시 그 위에 (n-1)

개의 원판을 옮겨 놓으면 된다. 곧, n개의 원판을 

이동하는 방법을 다음과 같다.

{A→B로 (n-1)개 이동} + {A→C로 1개 이동} + {B→C로 (n-1)개 이동}

이것을 식으로 나타내면, 이므로 

이 됨을 알 수 있다. (출처: http://www.aistudy.co.kr/problem/hanoi_tower.htm)
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4. 원판이 움직이는 순서와 옮겨가는 기둥에서 규칙 찾기

1) 움직이는 원판의 번호와 각 원판이 옮겨가는 기둥을 기호화하여 나타내어 보면서 최

소이동횟수(값)보다는 원판을 옮기는 방법에 주목하도록 한다.

2) 원판의 번호에서는 프랙털의 아름다움과 이를 통한 최소이동횟수를, 기둥의 번호에서는 

기둥 관계식의 규칙을 먼저 찾고 이를 통한 최소이동횟수를 각각 구할 수 있도록 한다.

정보 더하기 Information

� 옮겨가는 각 원판의 규칙(대칭과 프랙털)

5 1

4번
원판 4 4 2

3번
원판 3 3 3 3 4

2번
원판 2 2 2 2 2 2 2 2 8

1번
원판 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 16

순서 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 171 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 31

하노이탑의 원판을 옮길 때 원판의 순서를 위와 같이 표로 나타내면 좌우의 대칭형일 

뿐만 아니라 프랙털(자기동형과 무한반복성)이 나타나고 있다. 이를 통해 원판의 개수가 

n일 때 1번부터 n번까지 각 원판이 움직이는 횟수를 모두 합하면 다음과 같다.

2 0+2 1+2 2+ ⋯…+2 n - 1+2 n= ∑
n

k= 0
2 k=

2 n + 1-1
2-1

= 2 n + 1-1

� 각 원판이 옮겨가는 기둥의 규칙

원판의 개수(n)가 홀수일 때 홀수번째 원판

들은 모두 처음부터 목표 기둥(C)으로 가야하

고 이를 위해서는 짝수번째 원판들은 중간 

기둥(B)에 비켜 있어야 한다. 마찬가지로 원

판의 개수(n)가 짝수일 때는 짝수번째 원판들

은 모두 처음부터 목표 기둥(C)으로 가야하고 이를 위해서는 홀수번째 원판들은 중간 기

둥(B)에 비켜 있어야 한다. 원판들이 놓인 위치에 따라 목표기둥과 중간기둥의 역할은 바

뀔 수 있다. 즉, 아래 그림에서 B기둥으로 옮겨간 n-1개의 원판들은 이제 B기둥에서 C기

둥으로 옮겨가야 한다. 따라서 처음 절반 동안은 목표점이 C에서 B로 바뀌었고, 절반이

후로는 시작점이 A에서 C로 그 역할이 바뀐다.

Think+
n번째 원판이 C기둥으로 가려면 n-1번째 원판은 B기둥에 비켜있어야 한다. 그렇다면 그 위의 

원판과 또 그 위의 원판은 어디에 가 있어야 하는가? 결국 첫 번째 원판은 어느 기둥으로?
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원판

개수(n
)

옮겨가는 기둥의 번호

각 기둥으로
옮기는 횟수

계

A n B n C n

3

4

5

6

CBBCACC

BCCBABBCCAACBCC

CBBCACCBBAABCBBCACCABAACCBBCACC

BCCBABBCCAACBCCBABBACAABBCCBABBCCAAC

B……

1 2 4

3 5 7

8 10 13

18 21 24

7

15

31

63

예를 들어, 원판이 5개일 때 처음 4개를 옮기는 동안에는 A는 고정, B와 C의 역할이 바뀌

어 옮긴 다음 가운데의 가장 큰 원판은 C로 옮기고 나서, 원판이 4개일 때 A에서 C로 옮기

던 것을 B에서 C로 옮기는 경우로 생각해야 한다. 이를 표로 나타내면 다음과 같다.

이제 원판의 개수가 n일 때 A, B, C기둥으로 옮겨가는 원판의 개수를 각각 A n, B n, C n

이라 하면 다음과 같다.

A n + 1=A n+B n

B n + 1=A n +C n

C n + 1= B n+C n+1

이를 엑셀 프로그램을 이용하여 나타내어 보면 원판의 개수가 많아지면 결국 A, B, C의 세 
기둥으로 골고루 분포하면서 1계차와 2계차가 거의 일정함을 알 수 있다.

즉, n이 홀수일 때는 A n + 2-A n + 1=A n + 1-A n이고 

n이 짝수일 때는 A n + 2-A n +1=A n + 1-A n-1이다.

이들은 특성방정식을 이용하여 풀면 일반항을 구할 수 있다.



http://math.ucr.edu/home/baez/math_cliff.jpg
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Think+ 점화식을 푸는 특성방정식에 대해 알고 있는가?

5. 하노이 탑의 해명도(해법) 찾기

1) 다음은 원판이 3개일 때 각 원판들이 위치할 수 있는 기둥을 각각 그림과 기호로 표

시한 것이다. 따라서 원판을 모두 A기둥에서 C기둥으로 옮긴다면 AAA에서 CCC로 이

동하는 최소경로를 따르면 되므로 맨 오른쪽 선분을 따라 이동한 7회이다.

   

http://psycnet.apa.org/journals/amp/48/1/images/amp_48_1_35_fig2a.gif

  

http://www.cut-the-knot.org/triangle/hanoi3.

gif



- 188 -

※(수학적표현과처리의아름다움) 원판과기둥에각각차례대로번호를매겨움직이는원판의번호와옮겨가는기둥의번호를기록하면서발견한 규칙을 찾아봅시다.

(인접통행 하노이탑: A↔B↔C)

1. 3개의 기둥 A, B, C 중에 맨 왼쪽(A)에 4개의 원판이 꽂혀있습니다. 원판을 옮길 때는 바로 이웃하는(인접하는) 기둥으로만 옮길 수 있다고 합니다. 즉, A와 C간에는 왕

래할 수 없습니다. 개의 원판을 모두 B기둥으로 옮길 때와 C기둥으로 옮길 때의 최소이동횟수(  )와 규칙(관계식)을 찾아보시오.

원판
개수

B기둥으로 옮길 때의 최소이동횟수(), 움직이는 원판의 번호는 1, 2, 3....으로, 옮겨간 기둥의 번호는 A, B, C로 각 원판이
옮기는 횟수

옮겨간
기둥 계

1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 1 2 3 4 5 A B C

1
1

1 1 1
B

2
1 1 2 1

3 1 3 1 4
BCBB

3
1 1 2 1 1 2 1 1 3 1 1 2 1

9 3 1 2 8 2 13

4

원판
개수

C기둥으로 옮길 때의 최소이동횟수(), 움직이는 원판의 번호는 1, 2, 3....으로, 옮겨간 기둥의 번호는 A, B, C로 각 원판이
옮기는 횟수

옮겨간
기둥 계

1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 1 2 3 4 5 A B C

1
1 1

2 1 1 2
BC

2
1 1 2 1 1 2 1 1

6 2 1 4 3 8
BCBBACBC

3
1 1 2 1 1 2 1 1 3 1 1 2 1 1 2 1 1 3 1 1 2 1 1 2 1 1

18 6 2 5 13 8 26

4

(발견한 규칙)

2. 원판 개당 1초가 걸린다고 할 때, 64개의 원판을 모두 옮기는 데 걸리는 시간을 구하고, 이를 전통 하노이탑의 경우와 비교하시오
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(일방통행 하노이탑: A→B→C 또는 A→C→B) 3개의 기둥 A, B, C 중에 A에 4개의 원판이 꽂혀있습니다. 원판을 옮길 때는 옮겨갈 기둥은 시계 방향(A→B→C→A)으

로만 옮기거나 반시계방향((A→C→B→A)으로만 옮길 수 있다고 합니다. 개의 원판을 모두 C기둥으로 옮길 때의 최소이동횟수( )와 그 때의 규칙, 관계식을 찾아보시오. 

원판
개수

목적지: C 기둥, 방향: A→C→B, 움직이는 원판의 번호는 1, 2, 3....으로, 옮겨간 기둥의 번호는 A, B, C로
각 원판이
옮기는 횟수

옮겨간
기둥 계

1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 1 2 3 4 5 A B C

1
1

1 1 1
C

2
1 1 2 1 1

4 1 1 1 3 5
CBCAC

3
1 1 2 1 2 1 1 3 1 1 2 1 2 1 1

10 4 1 4 4 7 15

4

5

원판
개수

목적지: C 기둥, 방향: A→B→C, 움직이는 원판의 번호는 1, 2, 3....으로, 옮겨간 기둥의 번호는 A, B, C로
각 원판이
옮기는 횟수

옮겨간
기둥 계

1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 1 2 3 4 5 A B C

1
1 1

2 1 1 2
BC

2
1 1 2 1 2 1 1

5 2 1 3 3 7
BCBACBC

3
1 1 2 1 2 1 1 3 1 1 2 1 1 3 1 1 2 1 2 1 1

14 5 2 5 8 8 21

4

5
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6. 하노이 탑의 원판을 옮기는 데 걸리는 시간 계산하고 문제해결하기

1) 하나의 원판을 움직이는 데 1초가 걸린다고 가정하고 64개의 원판을 모두 옮기는 데 걸리는 시

간을 년으로 직접 계산해 보도록 하자.

2) 12자리값까지 나타나는 전자계산기를 사용하여, 계산의 범위를 초과하는 2 64을 계산할 수 있는 

방법은?

정보 더하기 Information

� 답은 2 64-1(초)이지만 이를 년으로 계산해야 하는데 12자리정도밖에 안 나타나는 보통의 전자계산기로는 직

접 계산이 불가능하다. 따라서 2 10=1024라는 사실을 응용하여 계산이 가능한 값으로 변환하여 처리할 필요가 있

다. 즉, 2 64=2 4×(2 10 ) 6=16×(1.024) 6×10 18처럼 소수점을 이용하여 계산하면 (18.44674 40737)×10 18(초)와 

같이 오차에 영향을 덜 받는 뒷자리는 수는 사라지더라도 앞자리 수는 그대로 나타낼 수 있다. 이를 년으로 환산하
면 약 5849억년이 된다. 따라서 하노이탑의 전설은 아직 성취되지 않았음을 알 수 있다.

3) 시간을 달리하면서, 우주 150억년, 지구 45억년, 인류 1만년, 그리고 고등학교 1학년(18살)의 역사 동
안 64개의 원판 중 아직 한 번도 움직이지 않은 원판의 개수를 구해보도록 한다.(모둠이나 짝끼리 분
담하여 이 중 하나씩만 구하고 그값을 서로 비교해 보아도 됨)

참고로, 1년=365(일)*24(시간)*60(분)*60(초)=31536000(초), 약 0.315억(초)이고, 1억년은 

3153.6x10000x10000x10000(초), 약 3153경(초)이다. 2 10=1024이므로 원판의 개수가 10개 더 늘어도 시
간은 약 1000배(세 자리 수)만 증가한다.

시점을 
기준으로

나의 탄생 후 
( 18 )년 인류 1만년 지구 역사 45억년 우주 탄생 150억년

계산 5억6744만(초) 3조1536억(초) 14경1912조(초) 47경3040조(초)

비교값 2 30= 1 0 억 7 3 7 4 만
1824

2 40=1조0995억1162
만7776

2 60=115경2921조 2 60=115경2921조

현재 움직이고 
있는 원판

28번을 지나 29번째 
원판이 움직이고 

있음

40번째를 지나 
41번째 원판이 
움직이고 있음

2 60 (초)의 1/8에 
못 미치므로 56번째 

원판

2 60 (초)의 1/4을 
지나므로 58번째 

원판
아직 한 번도 
움직이지 않은 
원판의 개수

35 23 8 6

� 주의: a n=2 n + 1-1(초)이므로 40개의 원판을 모두 옮기는 데 2 41=2조2천억(초)가 걸림.

07. 변형 하노이탑 탐색

1) ‘What if~(not)?'이라는 기법을 활용하여 변형하노이탑을 만든 몇 가지 사례를 소개한다.

[참고자료 다운]

2) 변형 하노이탑을 사용하여 만들 수 있는 수학 문제를 만들어 보도록 한다.

3) 변형 하노이탑을 만들 때 재미뿐만 아니라 수학적 아이디어와 철저한 분석이 중요함을 강조한다.

생각 더하기 Question

 ‘What if~?' 또는 ‘What if~not?' 전략이란 무엇인가?

 변형하노이탑을 활용한 게임 규칙이나 조건을 바꾸어 새롭게 변형해 볼거리가 있는지 찾아보자.

 변형 하노이탑을 만들고자 할 때 무엇을 바꿀 것인가?
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학습 정리

1. 하노이탑의 전설이 이루어지기까지 걸리는 시간을 계산하는 것도 중요하지만 실제로 하노이탑을 옮길 때 원판이 옮기는 순

서와 옮겨가는 기둥의 번호를 직접 적어보면 그 속에서 신비로운 수학적 규칙과 다양한 성질들을 찾을 수 있다. 수학영재들

이 최소이동횟수는 쉽게 계산해 내지만 원리를 알지 못하면 실제로 원판을 옮기는 데는 많은 어려움을 겪을 수 밖에 없다. 

따라서 계산값보다는 원판을 옮기는 원리에 대한 탐구가 중요하다.

2. ‘What if ~(not)'의 전략을 사용하면 다양한 변형 하노이탑을 만들 수 있다. 귀납과 연역, 유추, 일반화 및 발전적인 생각 

등의 수학적인 생각을 유발하면서 옮기는 원판의 번호와 옮겨가는 기둥의 번호를 탐구해 보면 수학적인 규칙과 질서의 아

름다움을 느낄 수도 있고, 해법에 대해서는 왜 그런지 이유를 따져 물어보려는 태도를 형성하는데 유용하게 사용할 수 있

다.  

3. 변형 하노이탑 중 기둥이 4개인 하노이 탑에 대해 귀납적으로 추측한 일반해는 존재하지만 그것의 수학적인 일반해법은 아

직 증명되지 않아서 영재들을 위한‘골드바하의 추측’이나 ‘페르마의 마지막 정리’처럼 수학사의 한 가지 소재로 활용

할 수 있다.

4. 참고문헌/참고사이트

특허청(2009). 발명으로의 몰입 2.0.(고급) 학생용.

하노이의 탑 변형 퍼즐 

http://kin.naver.com/bridge.php?type=rd&rd_i=i:1000000506&rd_c=c:37932&ret_url=aHR0cDovL2tpbi5uYXZlci5jb20vb3BlbjEwMC9kYl9kZXRhaWwucGhwP

2QxaWQ9MTEmZGlyX2lkPTExMDIwMyZlaWQ9anNXOGppWG0rVlZ6SkZjTEUvdC94aXNhM3VNakN0bmk=

하노이탑을 옮기는 과정을 프랙털로 표현한 그림(영국의 수학자 ‘이언 스튜어트’가 제안한 풀이법)

http://kin.naver.com/db/detail.php?d1id=11&dir_id=110203&eid=iBLqoy8mAEtQ2tBFRaxyUuzIYpO72SFS

2진코드를 그레이코드로 변환하는 과정 http://ns.shingu-c.ac.kr/~nsbaek/comp/gray.htm
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학습 평가

1. 하노이탑을 지도하는 활동으로 가장 거리가 먼 것은?

① 하노이탑의 전설을 통해 흥미를 유발하면서 그 전설이 이루어지기까지 걸리는 시간을 확인시켜준
다.(하노이탑 전설의 비밀 알려주기)

② 교구나 웹사이트의 자바애플릿을 직접 조작해 보면서 원판을 옮기는 규칙을 찾아본다.(조작/체험하
면서 규칙찾기)

③ 학습활동을 위해 원판 하나를 옮기는 데 걸리는 시간은 똑같이 1초라고 가정한다.

(수학적 이상화)

④ 원판의 개수를 규칙적으로 변화시키면서 움직이는 원판의 번호와 옮겨가는 기둥의 번호를 표로 만
들고 이를 더 우아하게 표현해 보도록 한다.(보다 나은 풀이에 대한 모색)

⑤ 하노이탑의 조건을 변경시키면서 다양한 응용문제를 해결하거나 직접 새로운 문제를 만들어 보도록 
안내한다.(응용 및 발전적인 생각)

2. 기둥이 3개인 하노이탑에 크기가 다른 32종의 원판이 2개씩 64개가 꽂혀 있다. 원판을 1초에 하나씩 
옮긴다고 할 때 64개를 모두 옮기는 데 걸리는 시간으로 가장 가까운 것은?

① 7시간       ② 5년        ③ 300년        ④ 2억년       ⑤ 6000억년

3. 기둥이 4개인 하노이탑의 한 기둥에 64개의 원판이 놓여 있다.

1초에 하나씩 옮긴다고 가정할 때 64개를 모두 옮기는 데 걸리는 
시간으로 가장 가까운 것은?

① 1시간  ② 5시간  ③ 1년 ④ 5년 ⑤ 1000년
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[탐구문제] 기둥의 모양을 삼각(원)형으로 배치했을 때 발견하기 쉬운 규칙(또는 좋은 점)을 알아봅시

다.
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24차시: 페그퍼즐

학습 안내

이번 차시는 ‘페그퍼즐’이라는 과제에 대해 살펴보겠습니다. ‘페그(peg)’란 원래 ‘말

뚝’을 의미하는 데 말뚝을 옮기면서 탐구하는 과제들에는 여러 가지가 있습니다.

(1)페그 판의 모양에 따른 분류: 사각(십자)형, 삼각(피라미드)형, 직선형

(2)페그의 제거 방식에 따른 분류: 추월당한 페그제거형, 최소 이동형

이 중 몇 가지에 대해 살펴본 다음 이번 시간에 집중적으로 탐구할 거리인 ‘직선 모양
의 최소이동’ 페그퍼즐에 대해 집중적으로 살펴보겠습니다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은 

1. (지식과 이해의 측면) 개정 수학과 교육과정의 목표와 수학적 사고 및 태도에 대해 

이해하게 됩니다.

2. (기능과 활동의 측면) 페그퍼즐 과제에서 최소이동횟수를 구하는 공식을 알고 실제로 

특정 횟수의 차례에 이동할 바둑돌의 원 위치와 색깔, 이동방법을 쉽게 찾아내게 됩

니다.

3. (수학적 사고의 측면) 바둑돌을 최소한으로 이동하는 효율적인 방법과 다양한 해법을 

탐구해 보게 됩니다.

4. (태도와 의지의 측면) 페그퍼즐 과제의 속성에 ‘What if ~(not)'의 전략을 적용하여

보다 일반화되고 확장된 변형 페그퍼즐을 만들어 보려는 태도를 갖게 됩니다.
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학습 내용

1. 사각(십자)판의 제거형 페그(solitaire)

http://www.youtube.com/watch#v=qQ_wdw
3_yrQ&feature=related http://www.addictinggames.com/pegpuzzle.html

2. 삼각(피라미드)판의 제거형 페그(pyramid peg)

  
http://www.youtube.com/watch#v=vfz90jP676s&feature=related

 

3. 일직선 최소이동형 페그퍼즐(line peg puzzle)

3-1) Arni의 두뇌 게임 웹사이트 중 KROSSOVER

http://www.mindgames-arni.com/ARNI_GAMES_TABLE/Crossover/crossover.html



Re-Creation Math 체험

- 196 -

3-2) 페그의 개수를 늘려가는 동영상

http://www.youtube.com/watch#playnext=1&playnext_from=TL&videos=FSJ8K

QTNVbc&v=aAh4JIKbeD8

3-3) 바둑돌로 직접 체험해 보기

 

(W, B)=(4, 4) move # 24 (#는 실제로 움직이는 횟수를 말함)
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(탐구) 최소이동을 위한 효율적 이동 조건들

◆ 내가 발견한 사실들을 적어 봅시다.

∙(예) 뒤로 물러나면 손해다.

◆ 다른 사람이 발견한 사실들 중 나에게 도움이 되는 방법

(약속하기) 페그퍼즐 과제를 해결하기 위해 필요한 기호들의 약속

 검은 돌(B), 흰 돌(W), 밀기(S), 건너뛰기(J), 

 첫 번째 검은 돌(B1), 세 번 째 흰 돌(W3),

 검은 돌과 흰 돌이 각각 n개씩일 때의 최소이동횟수 LM(n, n) 등

흰 돌부터 움직인다.

(규칙) 페그퍼즐 과제를 해결하는 동안 발견한 규칙들

<활동판>

1. 페그퍼즐(Peg Puzzle) 과제
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학습 정리

1. ‘페그(peg)’란 원래 ‘말뚝’을 의미하는 데 말뚝을 옮기면서 탐구하는 과제들에는 다음과 같은 것들이 있습니다. 

(1)페그 판의 모양에 따른 분류: 사각(십자)형, 삼각(피라미드)형, 직선형

(2)페그의 제거 방식에 따른 분류: 추월 당한 페그 제거형, 최소 이동형

2. 일직선 최소이동형 페그퍼즐의 최소이동횟수에 대한 일반식뿐만 

아니라 그것의 자세한 이동방법을 요구하면 학습자들의 다양한 수학

적 사고를 자극할 수 있습니다.

(1) (W, B)=(n, n)의 최소이동횟수: n^2 +2n = n(n+2) =(n+1)^2 -1

(2) 수학적 해법을 탐구하기 위해 페그(바둑돌)에 번호를 붙이고 움직이는 페그의 색깔

(W, B)과 방향(R, L), 옮기는 방법(S, J)에 대한 표현, 기호화, 해법의 일반화 등을 

탐구할 수 있습니다. 
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학습 평가

1. ‘페그퍼즐’에 대한 설명 중  가장 옳지 못한 것을 하나 고르시오.

① 페그는 말뚝이라는 뜻입니다.

② 페그판의 모양은 삼각형, 사각형, 일직선형 등이 있습니다.

③ 페그를 옮기는 규칙은 제거형과 최소이동형 등이 있습니다.

④ 개수가 n개이고 가운데 한 칸을 비운 일직선 최소이동형 페그퍼즐의 최소이동횟수는 n 2̂ +2n입니다.

⑤ 말뚝 페그에 색깔과 번호를 붙여놓으면 페그를 옮기는 과정을 탐구하는 동안 다양한 표현과 

해법의 일반식을 구하는 데 도움이 됩니다.

[2-3] 아래와 같이 백색(White)과 흑색(Black)의 바둑돌이 각각 (W, B)=(n, n)개씩 놓여

있고 밀기(Slide)와 건너뛰기(Jump)의 방법으로 최소한으로 이동하면서 두 색깔 바둑

돌의 위치를 모두 바꾸려고 합니다. 백색부터 움직인다고 할 때 각 물음에 답하시오.

2. 페그를 옮기는 과정에 대한 설명으로 잘못된 것을 고르시오.

① 뒤로 물러나면 횟수가 많아져서 손해이다.

② 두 번 연달아 밀면 건너뛰기가 불가능하다.

③ 중간에 같은 색이 연달아 놓이면 뒤로 물려야 하므로 안 된다.

④ 이동횟수 단축하려면 최대한 많이 건너뛰기 위해 징검다리식으로 만들어야 한다

⑤ 같은 색을 연달아 움직이되 새로운 돌보다는 이미 움직이고 있던 돌부터 다 움직여야 한다.

3. (W, B)=(4, 4)일 때 20번째에 움직이는 바둑돌의 색깔과 그 때의 움직이는 방법을 바르게 

짝지은 것을 고르시오.

①흑색 - 밀기            ②흑색- 뛰기                 ③백색-밀기 

④백색-뛰기              ⑤경우에 따라 달라진다.
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25차시: 페그퍼즐을 통한 수학적 사고 지도

학습 안내

이번 차시는 앞 차시의 ‘페그퍼즐 과제’를 체험하면서 탐구해보았던 내용들을 수학

과 개정 교육과정의 목표와 수학적 사고라는 측면에서 살펴보고자 합니다. 이를 위해 

우선 개정 수학과교육과정에서의 강조점인 ‘수학적 사고’를 기존의 7차 교육과정 목표

와 비교하여 해석해 보고 나서 ‘수학적 사고와 태도’에 대해 간략히 개관하겠습니다.

이는 페그퍼즐 과제를 이해하는 중요한 도구이기 때문입니다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은 

1. (지식과 이해의 측면) 개정 수학과 교육과정의 목표와 수학적 사고 및 태도에 대해 이해하게 됩니다.

2. (기능과 활동의 측면) 페그퍼즐 과제에서 최소이동횟수를 구하는 공식을 알고 실제로 특정 횟

수의 차례에 이동할 바둑돌의 원 위치와 색깔, 이동방법을 쉽게 찾아내게 됩니다.

3. (수학적 사고의 측면) 바둑돌을 최소한으로 이동하는 효율적인 방법과 다양한 해법을 탐구해 

보게 됩니다.

4. (태도와 의지의 측면) 페그퍼즐 과제의 속성에 ‘What if ~(not)'의 전략을 적용하여 보다 일반

화되고 확장된 변형 페그퍼즐을 만들어 보려는 태도를 갖게 됩니다.

5.(학습지도의 측면) 이상의 학습목표를 학생들도 성취할 수 있도록 지도하는 방법과 수업에서 

활용할 수 있는 몇 가지 소재를 배우게 됩니다.
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학습 내용

1. 수학과의 총괄목표

수학적 지식과 기능을 습득하고 수학적으로 사고하고 의사소통하는 능력을 길러,

여러 가지 현상과 문제를 수학적으로 고찰하고 합리적으로 해결하는 능력을 기르며,

수학에 대한 긍정적 태도를 기른다.

2. 수학적 사고(방법적 사고): 해결 과정에서 발생하는 방법과 관련된 사고들 

-귀납: 규칙의 일반성을 추측

-유추: 이미 알과 있는 것과 관련

-연역: 논리적 법칙을 사용하여 필연적 사실 도출

-통합: 보다 넓은 관점에서의 본질적 공통성 추구

-발전: 통합을 넘어 보다 넓은 범위에 적용

-단순화: 간단화하여 구조나 해결방안을 모색

-추상화: 외연을 고정시키고 내포를 명확히

-일반화: 내포를 고정시키고 외연을 명확히/확장

-특수화: 보다 작은 경우로 국한시켜 통찰을 얻음

-명확화: 간결하고 명확히 표현하고 해석

3. 수학적 사고(내용적 사고): 해결 과제의 수학적 내용과 관련된 사고들 

-기호화/도형화: 수학적인 기호나 도형으로 표현
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-단위: 수량의 단위나 도형의 구성 요소(점,선,면)에 주목

-표현: 수식이나,그림,그래프 등으로 표현

-연산과 조작(operation): 연산이나 도형의 이동을 다룸

-알고리즘(algorithm): 지식,기능,조작방법을 공식화

-개괄적 파악: 어림, 예상, 추측하며 이해에 도움

-기본성질: 수학의 기본법칙이나 성질에 착안

-함수적: 대응규칙에서 관계에 주목

-식: 식으로 나타내거나 제시된 식을 해석

4. 수학적 태도 : 사고를 유발하거나 떠받치는 힘 

1) 자신의 문제나 목적-내용을 스스로 명확히 하려는 태도: 의문을 가지려는 

태도/문제의식을 가지려는 태도/수학적 문제를 발견하려는 태도 문제의 형성-파악 단계

2) 내용을 간결하고 명확하게 나타내려는 태도: 수량,기호 등으로 명확히 

표현(기록,전달)하려는 태도/분류하고 정리하여 나타내려는 태도 문제의 형성-파악,

해결실행 단계 

3) 이치에 닿으며 조리있는 행동을 하려는 태도: 목적에 부합하는 행동을 하려는 

태도/해결방안이나 결과를 개괄적으로 예상해 보려는 태도/이미 알고 있는 것을 
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활용하려는 태도 해결 방안의 구상, 해결 실행 단계, 논리적 조직화 단계

4) 보다 나은 것을 알아보려는 태도: 사고-노력을 절약하면서 보다 확실하고 아름다운 

것, 색다르고 새로운 것을 추구하며 세련되게 손질하려는 태도 논리적 조직화, 반성 단계 

5. 페그퍼즐 과제 해결에 나타나는 수학적 사고의 분석
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학습 정리

1.정보제공단계: 문제(과제) 제시 문제 발견/이해

2.지정탐구단계: 실제 조작(활동) 옮기는 규칙, 조건탐색, 단순화의 필요성 인식, 해법을 모색하며 개괄적 구상/파악

3.설명단계: 용어/표현의 약속, 간략한 해설 공통성 탐구  

 

4.자유탐구단계: 문제해결 전략(단순화, 규칙성 찾기, 귀납, 유추, 연역) 찾기 수량화/기호화, 표현화, 다른 방법 찾기, 

구조파악

 

5.통합단계: 일반화(공식) 탐색 반성, 유추를 통해 추측하고 나서 증명(연역), 더 나아가 보다 나은 방법 추구

 

6.확장/발전단계: What if ~(not)? 전략  Re-Creation

   만약 ~라면? ~가 아니라면?(개수, 배열, 형식, 구조 등)
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학습 평가

1. 반힐레(van Hiele)의 수업모형 단계에 페그퍼즐을 적용한 방법에 대한 설명 중 가장 

잘못 된 것을 고르시오.

① 반힐레의 수업모형 단계 순서는 ‘정보제공-지정탐구-설명-자유탐구-통합’이다.

② 설명단계에서는 용어/표현의 약속과 간략한 해설을 통해 공통성을 탐구하도록 한다.

③ 자유탐구 단계에서는 학습자들은 문제해결 전략(단순화, 규칙성 찾기, 귀납, 유추, 연

역 등)을 찾는 과정에서 수량화/기호화, 표현화, 다른 방법 찾기, 구조파악 등을 시

도하게 된다.

④ 통합단계에서는 일반화(공식)를 탐색하면서 반성, 유추를 통해 추측하고 나서 증명(

(연역), 더 나아가 보다 나은 방법 추구하도록 지도한다.

⑤ 확장/발전단계에서는 What if ~(not)? 전략을 통해 페그의 개수를 늘려보도록 한다.

2. m+n+1개의 칸에서 양쪽에 백색 바둑돌 m개와 흑색 바둑돌 n개를 놓고 두 색깔의 경

계되는 가운데 부분에 한 칸을 비워놓았습니다. 한 칸씩 밀거나 다른 바둑돌을 하나씩 

건너뛰는 방법으로 최소이동횟수로 백색과 흑색의 위치를 모두 바꾸려고 합니다. 최소

한의 횟수로 이동하기 위해 움직이는 방법을 잘못 설명한 것을 고르시오.

① 뒤로 물러나는 바둑돌이 있으면 최소이동횟수에서 손해이다.

② 밀기는 두 번 연달아 일어날 수 없다.

③ 밀기의 횟수는 m+n이다.

④ 바둑돌이 움직이는 모든 칸의 수는 mm+m+n이다.

⑤ 두 가지 색깔의 바둑돌이 모두 움직일 수 있을 때는 아직 한 번도 움직이지 않은 

바둑돌을 먼저 움직인다.

3. (W, B)=(3, 6)일 때 15번째에 움직이는 바둑돌의 색깔과 그 때의 움직이는 

방법을 바르게 짝지은 것을 고르시오.

① 흑색-밀기-5번         ②흑색-뛰기-5번    

③백색-밀기-2번          ④ 백색-뛰기-2번         ⑤ 경우에 따라 달라진다.
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26차시: NIM 게임

학습 안내

‘배스킨 라빈스 31’ 게임이란 여러 명이 둘러 앉아 시작하는 사람부터 오른쪽으로 

돌아가면서 1개부터 3개까지의 수를 부르다가 31을 부르는 사람이 지는 게임입니다.

이 게임에서 이기기 위한 필승전략이 있을까요? 아쉽게도 ‘배스킨 라빈스 31 게임’은 

이기기 위한 게임이 아니라 내가 지지 않기 위해 피해가거나 내 옆의 사람을 선택적

으로 구제해 주는 게임입니다. 즉, 내가 이길 수 있는 필승전략은 없다는 뜻입니다. 하

지만 ‘배스킨 라빈스 31 게임’은 주어진 조건에 따라서는 반드시 이길 수 있는 전략이 

있는 ‘NIM게임’이라고 하는 것의 변형입니다. 이번 차시는 ‘NIM게임’을 통해 다양한 

변형 ‘NIM게임’을 만들어 보도록 하겠습니다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. (지식과 이해) NIM게임의 구성원리를 알고 관련 문제를 해결할 수 있습니다.

2. (기능과 조작) 유사 NIM게임에서 거의 대부분 이길 수 있습니다.

3. (수학적 사고) NIM게임의 종류와 해법을 일반화시킬 수 있고, ‘What if (not)’전략을 

통해 변형 NIM게임을 만들 수 있습니다.

4. (태도와 의지) NIM게임과 변형 NIM게임을 해결하겠다는 의지와 도전감을 갖게 됩

니다.
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학습 내용

본 차시에서 다루는 Nim게임을 필요에 따라서는 “큐브 가져가기 게임”이라 부르기로 합니다.

Nim게임은 대수적 사고를 분석하는 전통적인 방법으로 자주 사용되어왔습니다. 본 차시의 “큐브 가

져가기 게임”은 기존의 Nim게임을 재구성한 것입니다.

전통적인 Nim게임은 진주나 바둑돌, 성냥개비 등을 모둠별로 나열해 놓고 몇 개씩 가져가므로 가

져가는 활동은 행하고 있지만 구슬의 개수가 많을 때는 사실 몇 개나 남았는지를 다시 일일이 세어

야 하는 불편함이 있고 문제가 해결되는 과정을 시각적으로 확인하기도 어려웠습니다. 하지만 색큐

브를 이용하면 큐브의 구성에 의하여 제거된 큐브의 개수와 남아 있는 큐브의 개수의 파악과 추적

이 용이하여 문제 해결에 필요한 전략 및 해결 과정을 설명하기에도 쉽습니다. 예를 들어, 마지막에 

가져갈 목표 큐브를 다른 색으로 끼워놓고 한 쪽 방향 또는 양방향, 셋 또는 네 방향으로 큐브를 끼

워두면서 탐구하기 때문에 과제에 대한 구조를 파악하기가 쉬워서 일차인 Nim 게임을 2차, 3차 이

상 까지도 확장시키기 쉽습니다.

(정의)하기: 설명

NIM게임
주어진 대상을 정해진 규칙에 따라 두 명이 서로 번갈아 가져가는 실행을 하면서 
승패를 내는 게임

선수(先手)

후수(後手)

먼저 가져감
나중에 가져감

필승전략 내 차례에서의 행위로 반드시 이길 수 있는 전략

선수필승
선수필패

먼저 가져가는 사람이 반드시 이김
먼저 가져가는 사람이 반드시 짐

필승수
(必勝數)

필승전략을 계속 사용한다고 할 때 최초에 가져가는 개수

수학적 게임 필승전략이 있어서 수학적으로 설명 가능한 명확한 해법이 존재하는 게임

< 용어의 정의 >

본 연구의 “큐브 가져가기 게임”에서는 학습자에게 문제의 수준을 3단계로 달리하여 단계적으로 

과제를 제시하였으며, 각 단계에서 조건을 변경하여 어느 수준의 문제까지 반응을 보이는 지를 분석

하였다. 또한 과제 해결 중에 학습자에게서 볼 수 있는 일반화 사고를 분석하였다.

1) 투입 문제의 단계 구분

본 연구에 투입할 과제의 단계를 구분하면 [표 Ⅲ-2]와 같다. 투입할 과제의 수준은 크게 4수준으

로 분류한다. 각 수준은 마지막으로 가져가야 할 큐브를 중심으로 연결된 큐브의 방향에 따라 나눈

다. 즉 1-방향 Nim 게임은 1수준, 2-방향 Nim 게임은 2수준, 3-방향 이상의 Nim 게임은 3수준으로 

나눈다. 이때 3-방향 이상의 Nim 게임을 3수준으로 분류하는 이유는 필승전략을 구하기 위한 해법

의 구조가 본질적으로 같기 때문이다. 4수준은 3-방향 Nim 게임 중 가져갈 수 있는 개수에 제한을 

두지 않거나, 1수준부터 3수준까지의 모든 Nim 게임에 대한 해법에 대하여 종합적인 접근이 필요한 
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과제이다. 특히 3수준까지의 문제는 주어진 개수와 가져갈 개수에 대한 함수적인 사고와 변수의 통

제를 다루면서 필승전략에 접근해야 하지만, 4수준의 문제는 2진법을 이용한 보다 체계적이고 수학

적인 사고가 요구된다.

각 수준은 다시 크게 구체와 일반 두 가지 성격의 문제로 구분된다. 즉  문제에서 주어지는 총 

큐브의 개수와 가져갈 수 있는 큐브의 개수가 구체적인 수로 제시된 경우와 특정한 문자(L, M, N

…)의 일반적 개수로 제시된 경우로 구분된다. 기본적으로 구체적인 개수를 이용한 필승전략과 일반

화는 암시적 일반화의 형태를 요구하며, 문자를 이용한 임의의 수로 제시된 문제의 일반화는 형식적 

일반화를 요구한다.

각 활동지별로 문제의 수준과 성격을 분류하면 다음과 같다.

[활동 1-□]은 1수준, [활동 3-□]은 2수준, [활동 4-□]는 3수준, [활동 5-□]는 4수준의 문제이다. 단,

[활동 2-□]는 1수준과 2수준의 문제에 대한 새로운 문제 만들기 활동이다. [활동 □-1]는 문제의 성

격이 구체적이며, [활동 □-2]는 일반적인 성격의 문제이다. 이 때, 4수준에서 다루는 문제와 같이 가

져가는 큐브의 개수를 무제한으로 할 경우 3-방향 이상의 큐브에 대한 문제는 5수준으로 구분할 수

도 있다.

문제의

수준

문제의 성격
문제의

사례성격 방향 주어진 개수
가져가는

큐브 개수
일반화 유형

1수준
구체 1-방향

구체적

(20 개)

구체적

(1～3개)
암시적 [활동 1-1]

일반 1-방향 N개 k개 형식적 [활동 1-2]

2수준
구체 2-방향

구체적

(10-10 개)

구체적

(1～3개)
암시적 [활동 3-1]

일반 2-방향 M, N개 k개 형식적 [활동 3-2]

3수준
구체 3-방향 이상

구체적

(5-5-5 개)

구체적

(1～2개)
암시적 [활동 4-1]

일반 3-방향 이상 L, M, N …개 k 개 형식적 [활동 4-2]

4수준

구체 3-방향
구체적

(3-4-5 개)
무제한 암시적 [활동 5-1]

일반

종합
3-방향 L, M, N 개 무제한 형식적

[활동 5-2]

[활동 5-3]

[활동 6]

※ ( )안의 수는 특정한 수로 예를 든 것임

  <표 Ⅲ-2> 문제의 단계 구분 

2) 투입 과제의 문제 수준

(가) 수준1의 문제

게임의 이해를 위해 제시한 <과제1>은 아래의 [그림 Ⅲ-1]이다. 또한 <과제1>의 풀이에 필요한 필승
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전략 및 풀이를 기록하도록 하였다.

[활동 1-1] 큐브 가져가기 게임의 필승전략 찾기

1.(게임의 이해) 두 사람이 짝을 지어 아래의 <게임 1>을 하면서 각자 승리할 수 있

는 방법을 찾아봅시다.

노란색 20개와 검은색 1개의 연결큐브를 서로 끼

워둔다. 두 사람이 가위바위보로 순서를 정하고 

번갈아 가면서 최소 1개에서 최대 3개까지의 큐

브를 가져간다. 마지막의 큐브를 가져가는 사람

이 이긴다.

[그림 Ⅲ-1] Nim 게임의 기본 과제-문제 수준1

이 과제는 일반화를 위한 출발점이 되는 단계, 일반화를 형성하는 단계, 일반화를 명확하게 하는 

단계, 정당화를 위한 단계를 바탕으로 규칙의 일반화와 정당화를 요구하고 있다. 본 과제의 제시와 

함께 학생들이 문제를 이해한 뒤 문제의 필승 전략 및 해결전략을 어떻게 일반화 하는지를 살펴보

았다. <과제1> 후에 제시되는 <과제2>([그림Ⅲ-2])는 조건변경을 통하여 문제 상황에서 주어진 변수

를 파악하여 일반화를 위한 변수의 처리를 요구하고 있다. 여기서는 학습자들이 문제의 어떤 요소들

을 변형하며, 수준1의 문제를 보고 어느 수준의 문제까지 확장하여 변형하는지를 분석하였다.

[활동 2-1] 각자의 생각대로 변형 게임 만들기

 (원래의 게임만 보고 내가 변형하여 만들기) 앞의 ‘[활동 1]’에 주어진 게임에서 여

러 가지 조건들을 바꾸거나 자신이 생각하는 조건들을 추가하여 변형 게임이나 문제

를 만들어 보시오.

[그림 Ⅲ-2] Nim 게임의 변형문제 만들기 과제-문제 수준1

(나) 수준2의 문제

<과제1>, <과제2>의 수준1의 문제를 1-방향 Nim 게임이라 한다면, <과제3>(그림Ⅲ-3])에서 제시되

는 문제는 2-방향 Nim 게임이다. 1-방향 Nim 게임에서 사용되는 다양한 변수 중에서 가져갈 수 있

는 큐브의 방향성을 좀 더 세분화한 것이다. 2-방향 Nim 게임으로 사고의 범위가 확장됨으로서 이
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에 요구되는 규칙의 발견 및 풀이의 일반화에 보다 복잡하고 다양한 사고 수준이 요구된다.

[활동 2-2] 예시를 보고 새로운 게임이나 문제 만들기

1.(사례 소개) 다음은 어떤 학생이 만든 변형 게임의 예입니다.

(1) 가운데에 검은색 큐브를 두고 왼쪽에는 노란색 큐브 7개, 오른쪽에

는 빨간색 큐브 13개를 연결한다.

(2) 두 사람이 번갈아 가면서 왼쪽 또는 오른쪽 중 어느 한쪽 방향에서

만 최소 1개에서 최대 3개까지의 같은 색 큐브를 빼간다.

(3) 검은색 큐브를 가져가는 사람이 진다. 

변형 게임의 예(1)

2.(예시를 보고나서 내가 변형하여 만들기) 위에서 만든 다른 학생의 예를 보면서 힌

트를 얻어 새로운 변형 게임이나 문제를 만들어 보시오.

[그림 Ⅲ-3] Nim 게임의 변형문제 만들기 과제-문제 수준2

(다) 수준3의 문제

<과제1>, <과제2>, <과제3>이 1방향 또는 2방향의 Nim 게임이었다면, 3방향 이상의 Nim 게임의 문

제 수준을 수준3이라고 보았다. 이론적 배경 및 선행연구에서 보였던 Nim 게임의 2진수를 활용한 

풀이법적 접근은 수학적 추론 및 증명 등의 과정에서 수준2까지의 접근법과는 다른 매우 복잡한 사

고 과정이 요구된다.

3) 일반화된 필승전략 찾기 과제

문제수준에 따른 과제의 탐구와 변형문제 만들기 활동을 한 뒤, 각 수준의 과제에 대한 일반화 및 

필승전략을 탐구하기 위한 과제를 다음과 같이 제시한다. 이 과제해결 과정에서 보이는 일반화 과정

을 관찰ㆍ분석하며, 학생 및 집단의 수준에 따라 나타나는 일반화의 유형을 분석한다.

(가) 1-방향 Nim 게임의 일반화

하나의 예로서 제시된 1-방향 Nim 게임에 대하여, n개의 큐브와 가져갈 큐브의 개수를 k개로 확장 
시킬 경우의 <과제4>(그림Ⅲ-4)를 제시한다.
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[활동 1-2] 1-방향 NIM게임의 일반화된 필승 전략

앞에 제시한 게임의 몇 가지 조건을 바꾸어 보면서 1-방향 NIM 게임의 보다 일반화된 

필승전략을 찾아 설명해봅시다.

<게임 1>의 일반화:

1-방향 NIM 게임의 일반화

(문제) 위 게임의 필승전략과 필승수를 찾아 그 해법을 설명하시오.

[그림 Ⅲ-4] 1-방향 Nim 게임의 일반화 과제

(나) 2-방향 Nim 게임의 일반화

문제의 수준이 2인 2-방향 Nim 게임을 제시할 경우, 아동의 수준에 따라서 문제를 해결하는 반응 

정도가 다르다. 따라서 2-방향의 Nim 게임을 제시한 후의 문제 만들기 활동을 하고, <과제5>(그림Ⅲ

-5)를 제시하여 모든 참여 학생들이 일반화 과정으로 사고 수준을 높이기 위해 필승수와 필승전략을 

먼저 탐구해 보도록 한다.

[활동 3-1] 2-방향 NIM 게임의 필승 전략 찾기

게임 2: 가운데에 검은색 큐브를 두고 왼쪽에는 노란색 큐브 7개, 오른쪽에는 빨

간색 큐브 13개를 연결한다. 두 사람이 번갈아 가면서 왼쪽 또는 오른쪽 

중 어느 한쪽 방향에서만 최소 1개에서 최대 3개까지의 같은 색 큐브를 

빼간다. 검은색 큐브를 가져가는 사람이 진다. 

2-방향 NIM 게임

(문제) 위 게임의 필승전략과 필승수를 찾아 그 해법을 설명하시오.

[그림 Ⅲ-5] 2-방향 Nim 게임의 일반화 과제 1

이와 같이 필승전략과 필승수를 찾는 과정에서 학습자들은 일반해법 즉, 2-방향 Nim 게임에 대한 일반

화를 위한 간단한 규칙이나 전략들에 대하여  사고할 기회를 가진다. 이 과정을 거친 후 곧바로 2-방향 

Nim 게임의 일반화를 요구하는 <과제6>인 [그림 Ⅲ-6]을 제시한다.
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[활동 3-2] 2-방향 NIM게임의 일반화된 필승 전략 

<게임 2>의 일반화: 2-방향 NIM 게임에서 좌우에 각각 

2-방향 NIM 게임의 일반화 

(문제) 위 게임의 필승전략과 필승수를 찾아 그 해법을 설명하시오.

[그림 Ⅲ-6] 2-방향 Nim 게임의 일반화 과제 2

(다) 3-방향 Nim 게임의 일반화

2-방향 Nim 게임과는 다르게 3-방향 이상의 Nim 게임은 필승전략 및 일반화를 위한 사고에 매우 복

잡한 규칙이 적용되며, 아주 많은 시간이 소요된다. 그러나 3-방향, 4-방향 등의 배열에 대한 필승전략의 

기본 아이디어는 같은 유형의 사고를 필요로 하기 때문에 문제의 수준을 나눌 때에도 모두 같은 3수준의 

문제로 분류하였다. 따라서 [그림 Ⅲ-7]과 같이 3-방향의 Nim 게임에서도 특정한 수에 대한 필승전략과 

필승수를 찾는 사고 과정을 <과제7>에서 경험하도록 하였다. <과제 8>은 각 방향의 큐브 개수를 l, m,

n개, 가져갈 수 있는 큐브의 개수를 k개로 확장한 [그림 Ⅲ-8]에서 일반풀이 전략을 찾아보도록 하였다.

만약 제한된 시간에 <과제 8>까지의 사고 과정이 전개 되었을 경우에는 일반적으로 널리 알려진 Nim 게

임인 XOR해법의 Nim 게임의 원리와 같은 게임의 <과제9>(그림 Ⅲ-9)를 제시한다. <과제 9>는 가져갈 수 

있는 큐브의 개수를 제한하지 않은 게임으로서, <과제 9>의 구조를 전통적인 Nim 게임과 같은 유형의 

게임으로 볼 수 있다.

[활동 4-1] 3-방향 NIM 게임의 필승 전략 찾기

1.(확장하기) 가져가는 방향(또는 색)의 개수를 늘려봅시다.

게임 3 : 가운데에 검은색 큐브를 두고 세 방향에서 각각 3, 4, 5개의 큐브를 연

결한다. 두 사람이 번갈아 가면서 어느 한쪽 방향에서만 1개 또는 2개를 가져

간다. 검은색 큐브를 가져가는 사람이 진다.

 

3-방향 NIM게임

2.(확장된 전략 탐색) 위의 3-방향 NIM게임에서 각 방향에 있는 큐브의 개수와 한 사

람이 가져가는 최대 개수를 다양하게 변화시키면서 필승전략을 찾아 설명하시오.

[그림 Ⅲ-7] 3-방향 Nim 게임의 일반화 과제 1
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[활동 4-2] 3-방향 NIM게임의 일반화된 필승 전략

<게임 3>의 일반화: 가운데에 검은색 큐브를 두고 세 방향에서 각각 

3-방향 

 (문제) 위 게임의 일반화된 필승전략을 찾아 설명하시오.

[그림 Ⅲ-8] 3-방향 Nim 게임의 일반화 과제 2

또한 <과제 9>(그림 Ⅲ-9)까지 해결하는 아동이 있을 수 있지만, 대부분의 초등학생이라면 <과제 

9>의 해결에 어려움을 보일 것이다. 따라서 <과제 9>에 대한 해법과 관련된 문제의 풀이를 <과제 

10>(그림 Ⅲ-10)예서 제시하도록 한다. 제시된 <과제 10>에서는 Nim Sum의 과정을 이용하여 필승

전략을 구한 2진법적 해결을 토대로 문제해결 및 탐색에 도움을 주고자 하였다.

[활동 5-1] 3-방향 NIM 게임의 또 다른 변형

1.(변형하기) 한 사람이 가져가는 최대 개수에 제한을 두지 않는다면 어떨까?

1. 가운데에 검은색 큐브를 두고 세 방향에서 각각 3, 4, 5개의 큐브를 연결한다.

2. 두 사람이 번갈아 가면서 어느 한쪽 방향에서만 자신이 원하는 만큼 마음대

로 가져간다.

3. 검은색 큐브를 가져가는 사람이 진다.

3-방향 무제한 NIM게임

2.(전략 탐색) 위의 3-방향 NIM게임의 필승전략을 찾아봅시다.

[그림 Ⅲ-9] 3-방향 무제한 Nim 게임

또한 3-방향에 대하여 <과제 7>부터 <과제 10>까지의 종합적인 사고 과정을 통한 3-방향 Nim 게임
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에 대한 일반적인 필승전략을 <과제 11>(그림 Ⅲ-11)에서 기술해 보도록 한다.

[활동 5-2] 3-방향 NIM게임의 해법을 보고 왜 그런지 설명하기

다음은 동재라는 어떤 학생이 발견했다고 하는 해법입니다. 

<어떤 풀이> 세 방향으로 주어진 큐브의 개수가 3, 4, 5개일 때 각 큐브

의 개수를 2진법으로 나타낸다. 이들을 각 자리값끼리 더하면서 1의 개수

가 홀수 개이면 1, 짝수 개이면 0으로 쓴다. 이제 각 자리의 합을 모두

000으로 만들 수 있는 3, 4, 5의 이진법 수에 해당하는 수를 지운다. 그것

이 바로 내가 가져갈 큐브의 개수이다.

-----------
합

1. 위의 풀이는 옳은지, 어떤 부분에 잘못되었거나 부족한 부분은 없는지 판단하시

오. 옳은 풀이라면 왜 이진법을 사용하였는지 생각해 보시오. 부족한 부분이 있다

면 당신이 직접 보충하거나 고쳐 쓰시오.

2. 3-방향의 큐브에서 가져가는 최대 개수가 무제한일 때 선수필승이 될 수 있는 또 

다른 조건을 찾아보고 그들의 공통점을 알아봅시다.

[그림 Ⅲ-10] 3-방향 Nim 게임의 2진법적 풀이 과제

끝으로 <과제 1>부터 <과제 11>까지의 Nim 게임에 대한 활동에서 학생이 갖게 된 생각 및 풀이

를 적는 활동을 <과제 12>(그림 Ⅲ-12)에서 제시하여 활동을 정리하도록 한다.

[활동 5-3] 3-방향 NIM게임의 일반화된 필승 전략 찾기

(일반화) 주어진 큐브의 개수를 늘려가면서 사람이 가져가는 최대 개수에 제한이 없는

3-방향 NIM게임의 일반적인 필승전략을 찾아봅시다.

[그림 Ⅲ-11] 3-방향 Nim 게임의 일반화된 필승전략 과제
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[활동 6] 종합: 큐브 가져가기 NIM게임의 일반화된 필승 전략 찾기

(정리하기) 주어지는 방향의 개수와 큐브의 개수, 한 사람이 갈 수 있는 최대 개수의 제

한 여부, 마지막 큐브를 가져가는 사람이 이기는 경우와 지는 경우 등등을 모두 고려하

여 앞에서 했던, 큐브 가져가기 NIM게임의 일반적인 필승전략을 정리하여 봅시다.

[그림 Ⅲ-12] Nim 게임에 대한 정리과제

이와 같은 과제들의 과정에서 학습자는 문제에서 제시된 미지수를 조건 변경을 통하여 접근하게 

된다. 즉 N=kQ+r의 조건 속에서 학습자의 특성에 따라서 어떤 곳의 조건 변경을 더 선호하며, 먼

저 접근하려 하는지 관찰할 수 있다. 이 때 학습자가 변경할 수 있는 조건 변경의 경우는 정보변경

과 구조변경이라는 2가지로 구분할 수 있다. 이에 대한 학습자의 반응을 살펴보고 보다 확장적인 대

수적 사고를 위한 반응과 교수-학습 방안들에 대하여 생각해 볼 수 있을 것이다.

본 연구에서 사용된 기본과제는 가져갈 수 있는 큐브의 개수가 3개까지 일 경우, 서로 빼 갈 수 있

는 큐브의 수를 n , m이라 할 때, n-m이 4의 배수가 되도록 하면 게임에 이길 수 있다. 따라서 학

습자가 n , m과 같은 용어를 사용하지 않더라도 차가 4의 배수가 되는 것을 알아내고, 그것을 어떻

게 확장하여 나가는가를 보기로 한다. 이때 문제 해결과정에서 보이는 대수적 사고의 특징들을 관찰

하며 주어진 문제의 어떤 조건에 주목을 하여 사고하며, 이러한 사고가 문제 풀이에 어떻게 영향을 

주는지 알아본다. 또한 문제를 만드는 전략에서 어떻게 반응을 하는지 알아본다. 아울러 어떠한 조

건들을 변경하려 하고, 어떠한 조건 변경을 선호하며 또한 변경된 조건의 문제를 어떻게 해결해 나

가는지의 사고 과정을 알아볼 수 있을 것이다.
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27차시: NIM 게임을 통한 문제 만들기 지도

1. 모둠 Nim 게임의 해법

모둠 Nim 게임은 두 사람이 번갈아 정해진 규칙에 따라 돌을 가져가다가 마지막돌을 가져가는 

사람이 이기는 게임이다. 돌은 몇 개의 모둠에 가로로 몇 개씩 늘어 놓여 있고, 돌을 가져가는 규칙

은 한 모둠을 택해 그 모둠에서만 원하는 만큼(1개 이상 몇 개라도) 가져갈 수 있습니다. (예)를 들

어 설명해 봅시다.

(예) A, B 두 모둠에 돌이 다음과 같이 각각 3, 5개 놓여있고 갑과 을이 게임을 한다고 하자.
A: OOO
B: OOOOO

갑이 먼저 B 모둠에서 2개를 가져갔다.
A: OOO
B: OOO

을도 B 모둠에서 2개를 가져갔다.
A: OOO
B: O

이번엔 갑이 A 모둠에서 2개를 가져갔다.
O
O

그러면 을이 어느 쪽 돌을 가져가도 갑이 마지막돌을 가져가면서 이기게 된다. 이렇게 두 모둠인 Nim

게임은 두 모둠의 길이(개수)를 계속 똑같이 맞추는 사람이 이기게 된다.

여기서 ‘Nim sum’이란, 세 모둠의 돌 수를 이진수로 나타낸 다음 그것들의 XOR연산을 구하

는 것이다. XOR 연산은 각 자리의 이진수들을 더하여, 이진수의 0 또는 1이 짝수개이면 0이

고, 홀수개이면 1이 되도록 약속하는 연산규칙이다.

0 xor 0 = 1 xor 1 = 0,

1 xor 1 = 1 xor 0 = 1.

이 XOR의 결과를 Nim sum이라한다.

모둠이 3개 이상인 Nim 게임에서는 일반적으로 Nim sum을 이용하여 계산한다. 예를 들어, 처음 3, 5, 7을 이진수

로 나타내면 각각 011, 101, 111이고, 이 셋의 XOR, 즉 nim sum은 001인 것이다.

011

101

111 (xor합)

001

이제 다음과 같이 3개의 모둠에 돌이 각각 3, 5, 7개 있는 경우에 대해 살펴보자.

OOO

OOOOO

OOOOOOO
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모둠이 3개 이상 있는 Nim 게임의 전략은, 각 모둠의 돌의 개수를 2진법으로 쓴 후 그 수들을 같은 자

리끼리 더한 XOR합이 0이 되도록 계속 맞추는 것이다.

3, 5, 7의 XOR 연산에서 20의 자리에는 1이 세 개, 즉 홀수이므로  XOR합은 1이 되고, 10의 자리와 100

의 자리에는 1이 두 개씩 있으므로 짝수 개여서 XOR합이 0이 된 것이다. 즉, 이 경우에는 XOR합이 000

이 되도록 7개 있는 모둠에서 돌을 1개 가져가야 한다.

011 (=3)
101 (=5)
110 (=6) (xor합)
000

만일 다음 상대편이 가운데 모둠에서 4개를 가져갔다면

OOO

O

OOOOOO

의 상황이 되고, 이것은

011

001
110 (xor합)
100

으로 계산되므로 마지막 모둠의 6개에서 4개를 가져가 xor합이 0이 되도록 만들어야 한다.

11
01
10 (xor합)
00

이제 돌은 각 모둠에 각각 3, 1, 2개 있고, 이제는 상대편이 어떻게 가져가든 모둠이 2개인 Nim 게임으로 만들어 굳이 

계산하지 않더라도 쉽게 이길 수 있다. 모둠이 2개인 Nim 게임에서 두 모둠의 돌의 개수를 똑같이 만든다는 것도 xor합

이 0이 되도록 하는 것과 같은 원리이다.

정리: Nim게임은 zero sum 게임의 일종입니다. 즉, 이길 수 있는 최종 결과(zero, 평형상태)

를 만들어 놓고 상대방이 어떻게 게임을 하던 나에게 주어진 것을 조절하면서 계속 최종 결과

(zero, 평형상태)에 맞춰갈 수만 있으면 이기는 것입니다.  

 Nim게임은 zero sum 게임의 일종입니다. 즉, 이길 수 있는 최종 결과(zero, 평형상태)를 만

들어 놓고 상대방이 어떻게 게임을 하던 나에게 주어진 것을 조절하면서 계속 최종 결과(zero, 

평형상태)에 맞춰갈 수만 있으면 이기는 것입니다.  

일반적인 Nim 게임은 마지막돌을 가져가는 사람이 이기는 것이었는데 반해, 마지막돌을 가져

가는 사람이 지는 것으로 한다면 어떨까요?

마지막 돌을 가져가는 사람이 지는 Nim 게임의 전략은 일반적인 Nim 게임과 같은 전략인 

‘xor합을 0으로 만들기’를 계속 쓰다가 모든 모둠의 돌의 개수를 처음으로 모두 1개 이하로 만

들게 될 때, 짝수 개의 1이 아닌 홀수 개의 1을 남기는 것으로 바꾸면 됩니다. 간단한 경우로 

모둠이 2개일 때에는, 계속 두 모둠의 돌의 개수를 똑같이 맞추다가, 상대편이 어느 한 모둠의 

돌의 개수를 0개 혹은 1개로 만들면 내 차례에서 그 모둠과 같은 개수로 만드는 것이 아닌 다

른 모둠의 돌의 개수를 1개 혹은 0개로 만들면 됩니다.
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2. 방향 Nim 게임의 해법 분석

방향  Nim 게임은 가운데 큐브(검은색)을 하나 두고 여러 방향으로 큐브를 꽂아 모둠으로 구분

하는 방식으로 결국은 모둠 Nim 게임의 해법과 동일하다. 하지만 좀 더 구체적인 해법을 탐구해 볼 

수 있습니다.

가) 1-방향 Nim 게임의 필승전략(단, 검은색을 가져가야 이기는 게임일 때)

N 개

※ 한 번에 가져갈 수 있는 최대 개수 : k개일 때

N=(k+1)Q+r 에서

ⅰ) r > 0 ; 先手필승전략 있음. 필승수= r .

先手가 r개만큼 가져가고 後手로부터 넘겨받고 남은 개수( N ')에 대하여 

N'= (k+1)Q '+r '의 r '개만큼 가져간다. 즉 상대가 가져간 개수( l와 내가 가져갈 개수

( m)에 대하여 l+m=k+1이 되도록 한다.

ⅱ) r = 0 ; 後手필승전략 있음.

먼저 상대방이 가져가도록 하여 N'= (k+1)Q '+r '( r ' > 0)인 상황을 만든 뒤 r '개만큼 

가져간다. 그 뒤부터는  상대가 가져간 개수( l)와 내가 가져갈 개수( m)에 대하여 

l+m=k+1이 되도록 가져가면 된다.

(보충) '마지막 큐브를 가져가는 사람이 지는 게임'이라면 검은 색을 제외한 N-1개의 큐브 

중 마지막 큐브를 가져가는 사람이 이기는 게임의 해법과 동일하므로 가운데 검은색 큐브를 

뺀 개수만 세어도 됨.

나) 2-방향의 큐브 배열 (단, 검은 색을 가져가면 지는 게임일 때)

m

개

n

개

※ 한 번에 가져갈 수 있는 최대 개수 : k개일 때 

| m-n |=(k+1)Q+r 에서

ⅰ) r > 0 ; 선수필승전략 있음. 필승수= r .
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( N=m+n이라고 할 때) 선수가 r 개만큼 가져가고, 후수로부터 넘겨받고 남은 개수( N ')에 

대하여 N'= (k+1)Q '+r '의 r '개씩 가져간다. 이 때, 가져가는 위치는 

m=(k+1)Q 1+r 1, n=(k+1)Q 2+r 2 중에서 r 1-r '= r 2 또는 r 2-r '= r 1이 되는 쪽

에서 가져간다. 매번 이와 같은 방법으로 계속 가져가면 된다. 단, 한 쪽의 큐브가 없어졌을 

때, 즉 마지막으로 가져가야 할 1개의 큐브와 a개의 큐브가 남았다면(아래의 그림)

1개
a개

              a+1= (k+1)Q n+r n의 r n개씩 가져가야 한다.

ⅱ) r = 0 ; 후수필승전략 있음.

먼저 상대방이 가져가도록 하여 N'= (k+1)Q '+r '( r ' > 0)인 상황을 만든 뒤  r > 0인 경우

의 해법대로 해결한다.

(보충)한 번에 가져갈 수 있는 개수가 무제한이라면 나머지만 따져도 됨.

즉, | m-n |=r에서

ⅰ) r /= 0 인 경우 ; 선수필승. 필승수= r .

ⅱ) r = 0 인 경우 ; 후수필승.

3-1. 3-방향의 큐브 배열(단, 가운데 큐브를 가져가면 질 때)

a개 b개

c개

※가져갈 수 있는 큐브의 최대 개수: k개 일 때

(1) 세 방향 중에서 한 방향의 큐브 개수가 (k+1)의 배수이면 2-방향 Nim 게임과 같아진다. 따라서 한 방

향의 나머지가 0이 되도록 한 다음, 나머지는 2방향의 Nim 게임 해법을 응용하면 이길 수 있다. 이와 같

은 상태를 안정된 상태라고 볼 수 있다.

(2) 세 방향의 나머지가 0이 아니더라도 두 방향의 나머지가 같으면 이 둘은 이미 평형을 이루므로 한 방향 

게임과 같다.

(3) 세 방향의 나머지가 모두 서로 다른 경우만 해결하면 된다. 이 경우는 내 차례에서 평형을 깨뜨리지 않도

록 해야 한다.

3-2. 3-방향의 큐브 배열 (단, 검은 색을 가져가야 이기는 게임일 때)

a

개

b

개

c

개
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(1) 개수를 마음대로 가져갈 수 있을 때

[방법1] X-O-R게임의 이론적 해법에 근거한 풀이 

2진수에 대한 연산 ◎와 &를 다음과 같이 정의하자.

∧ 0 1

0 0 1

1 1 0

& 0 1

0 0 0

1 0 1

⑴ a개, b개, c개의 큐브가 있다고 할 때, a∧ b∧ c= X라 하자.

X& a , X& b, X& c 중에서 가장 큰 수에서 큐브를 가져간다. 이 때 가져갈 큐브의 개수는 다음과 

같다. 가령, X& a , X& b, X& c 중에서 가장 큰 수가 X& a라고 한다면, a개의 큐브에서 ( a- b∧ c)

개의 개수만큼 제거하면 된다. 이와 같은 방식으로 계속 진행하면 이길 수 있다.

예) 3, 4, 5개의 큐브가 있다.

3 2= 011

4 2= 100

5 2= 101

X=3∧4∧5= 011
100

+ 101
010

X&3= 010
+011
010

, X&4= 010
+ 100

000

, X&5= 010
+ 101

000

010, 000, 000의 세 수중 가장 큰 수가 X&3 이므로, 3개의 큐브에서 3-(4∧5)=3-(001) 2=3-1=2개의 큐브를 

빼낸다. 결과적으로 큐브의 배열이 “1-4-5”가 되고, 상대방이 몇 개의 큐브를 어디에서 빼가든 0-k-k(큐브가 a=0개,

b=k개, c=k개)의 배열이 되도록 만들어서 넘기면 반드시 이길 수 있다. 이는 (3) 2, (4) 2, (5) 2의 합, 즉 3∧4∧

5의 값이 ‘0’이 되도록 만들어야 이길 수 있기 때문이다.

[방법2] 2진수로 간단히 생각하여 풀기

예를 들어 설명하면,

3, 4, 5개의 큐브가 있다고 하자. 각각의 2진수 표기는

3 2= 011

4 2= 100



27차시: NIM 게임을 통한 문제 만들기 지도

- 223 -

5 2= 101 이다 .

이 때, 세 수의 합(Nim sum)은

011
100

+ 101
010

여기서 합인 ‘010’에서 둘째자리의 ‘1’이 ‘0’이 되기 위해서 바꿔 줘야할 큐브의 위치를 결정한다.

그러면 3의 2진수인 ‘011’의 수를 조정해야만 하며, 이때 가능한 방법으로 ‘011’을 ‘001’로 바꾸는 것을 

생각할 수 있다. 2진수의 둘째자리의 1은 2 1=2 이므로, 3개인 큐브에서 2개의 큐브를 먼저 제거하면 

된다. 즉, 선수필승이 가능하며, 필승수는 2이다.

4. n-방향의 큐브 배열(단, 가운데 큐브를 가져가면 질 때)

(1) 가져갈 수 있는 큐브의 최대 개수가 k개 일 때 : 몫과 나머지 방법

큐브의 개수가 각각 l, m, n⋯개. (l+m+n+ ⋯)=(k+1)Q+ r a , | l-m|

=(k+1)Q 1+r 1, | m-n |= (k+1)Q 2+r 2, | l-n |= (k+1)Q 3+r 3, ⋯ 이라 하고, 

r 1 , r 2, r 3, ⋯에 대하여 (k+1)의 배수가 되는 수를 r p, 배수가 되지 못하는 수를 

r q라 하자. (이 때 4개 이상의 수에 대하여 차가 (k+1)의 배수가 되는 수들이 존재한

다.) 여기서 그 차가 (k+1)의 배수가 되지 않는 r p관계의 수를 제외한 나머지 큐브의 

개수를 조절하여 안정된 상태의 배열로 만들어 간다.

(2) 가져갈 수 있는 큐브의 최대 개수가 무제한 일 때 : 이진수 XOR방법
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28차시: 러시아워게임

학습 안내

 본 활동은 전후좌우로 막혀 있는 교통체증 상황에서 빨간 자동차를 출구로 빼내

는 ‘러시아워 게임(Rush Hour Traffic Jam Game)’입니다.

‘러시아워 게임’은 1997년 멘사(Mensa)에서 선정하는 올해의 게임으로 추천되기도 했

으며, 교통 체증이라는 실생활 상황과 자동차라는 친숙한 소재를 사용하여 제작된 보

드게임입니다. 이 게임은 초급, 중급, 고급의 수준별로 구성된 문항카드로 제시된 문제 

상황을 거꾸로 풀기라는 논리사고력, 의사결정력, 기억력을 활용하여 집중력과 인내심

을 가지고 해결해야만 하는 재미있는 게임입니다. 적용 대상의 수준이나 상황에 맞게 

이 게임의 조건이나 규칙을 여러 가지 방식으로 변경하여 나만의 창의적인 게임도 고

안해 봅시다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. (지식과 기능의 측면) 러시아워 게임의 규칙을 이해하고 각 단계별  문제 상황 카드에 

제시된 러시아워 상황을 해결 할 수 있습니다.

2. (기능과 활동의 측면) 기억력과 판단력, 의사결정력을 발휘하여 문제를 해결할 수 

있게 됩니다.

3. (수학적 사고의 측면) 거꾸로 풀기라는 논리사고력이 향상되며  ‘What if ~(not)?'전

략을 활용하여 창의적인 러시아워 게임을 만들고 평가할 수 있습니다.

4. (태도와 의지의 측면) 러시아워 문제 상황을 해결하는 과정을 통하여 집중력과 인

내심, 문제 해결의 성취감을 가지게 되고, 변형 러시아워 게임에 대한 개발 의지와 

태도를 갖게 됩니다.
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Sam Loyd 상(퍼즐 관련 상)을 받고 있는
Nob Yoshigahara

학습 내용

1.  러시아워(Rush Hour Traffic Jam Game) 게임

‘러 시아워 게임(Rush Hour Traffic Jam Game)은 단어의 뜻 그
대 로 ‘교통 체증’을 소재로 한 게임으로 미국의 두뇌 게임 전문회
사 에 서 일본의 유명 퍼즐 발명가인 노부 요시가하라(Nob

Yosh igahara)라는 사람이 만들었습니다. 게임이 제작된 이후 미국 
내 에 서 매년 높은 판매율을 자랑하고 있을 뿐만 아니라 전 세계 
많 은 어린이들의 사랑을 받고 있습니다. 또한 각종 퍼즐 관련 상을 
받 았 는데 1997년 멘사(Mensa)에서 선정하는 올해의 게임으로 추
천 되 기도 했습니다.

교통 체증이라는 실생활 상황과 자동차라는 친숙한 소재를 

사 용 하여 제작된 보드 게임으로, 창

의 적 인 문제 해결을 모 색 해 보 는 

활동을 통하여 다양한 사고력을 함양할 수 있어 미국과 유럽, 이스라

엘 초등학교에서 학생들의 사고력 훈련 프로그램으로 많 이 활용되고 

있다고 합니다.

게임 방법은 전후좌우로 막혀 있는 교통체증 상황에 서 빨간 자동
차를 출구로 빼내어 탈출 시키면 됩니다. 단순한 게임 규 칙이지만 다
양한 러시아워 상황을 문제 카드에 초급, 중급, 고급의 수준별로 구
성하여 제시하고 있어 각 단계별로 집중력과 인내심을 가지고 해결해야만 합니다. 이러한 게임 활동
을 통하여 논리사고력, 의사결정력, 작업 기억 이용 능력, 계획과 실행능력, 문제 해결의 성취감 등
을 획득할 수 있는 재미있는 게임입니다.

2. 러시아워의 구성과 게임방법

(1) 구성: 문제 상황 카드(초급, 중급, 전문가급 각 10매씩 총 40매), 교통 도로판,

자동차 16대, 제품 보관 상자 및 보관용 주머니

제품보관상자 주인공 차(빨간차) 1대,
승용차 11대,
특럭 4대

문제상황카드

문제 상황 카드
보관함

보관용 주머니

교통 도로판
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(2) 게임 방법 

 각 수준별 문제 상황 카드 중 원하는 것을 한 장 선택한 후 교통 도로판 위  에 꽂습니다.

(단, 수준은 단계별로 도전하는 것이 좋습니다.)

 문제 상황 카드 안에 있는 똑같은 모양과 색깔을 가진 자동차를 카드 그림  서 위치에 맞게 

올려놓습니다. 특히 빨간 차의 위치에 유의합니다.

 자동차들을 상하좌우로 움직여서 빨간 차를 교통 도로판 오른쪽에 있는 출구로 빼내면 탈출 

성공입니다.(단, 모든 자동차들은 교통 도로판 위에 놓인 위치에서 전진, 후진으로만 움직일 수 있

습니다.)

<탈출 성공의 예>

※게임 방법 소개 동영상: http://www.puzzles.com/products/RushHour/RushHourVideo.htm

※게임 방법 소개 애니메이션: http://www.puzzles.com/products/RushHour/RushHourAnm.htm

3. 러시아워 게임 체험하기

(1) 기본 게임 

http://www.puzzles.com/products/RushHour/RHfromMarkRiedel/Jam.html

<게임 방법>

 화면의 하단 부분에 제시된 수준 별 문제 상황 중 한 개를 골라서 클릭합니다.

 자동차들을 전진, 후진으로 움직여서 빨간 차를 교통 도로판 오른쪽에 있는 출구로    빼내면 

탈출 성공입니다.
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(2) 이동 횟수를 알 수 있는 러시아워 게임

http://www.corwin.ca/gridlock/

<게임 방법>

러시아워와 방법은 같습니다. 이 게임에서는 

블록들을 움직여서 파란색 블록을 오른쪽 탈출구

로 빼내면 됩니다. 각 블록을 움직일 때마다 이동 

횟수가 나타나므로 몇 번 만에 이동하여 탈출하는

지 알 수 있습니다.

(3) 최소 이동 거리로 탈출하는 러시아워 게임

http://puzzler.webfactional.com/RushHour/tester/31,197,283,8/

<게임 방법>

 화면의 중앙 부분에

제시된 수준 중 한 개를 골

라서클릭합니다.

 자동차마다 기호가

기입되어있으며, 자동차를움

직일 때마다 움직인 자동차의

거리가 자동으로 숫자로 기록

됩니다.

★한 마디: 단순히 성공이나 실패의 결과만 아니라 최소이동경로를 통해 가장 좋은 해

법을 탐구해 볼 수 있는 서비스를 제공해 주는 것은 게임이나 퍼즐탐구 활동에서 매우 

중요합니다.
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학습 정리

1. ‘러시아워 게임(Rush Hour Traffic Jam Game)은 미국의 두뇌 게임 전문회사에서 일본의 유명 퍼즐 발명

가인 노부 요시가하라(Nob Yoshigahara)가 만든 것으로 단어의 뜻 그대로 ‘교통 체증’을 소재로 한 게임

이다.

2. 러시아워 게임은 집중력과 인내심을 가지고 각 문제 상황을 해결하는 과정을 통하여 논리사고력, 의사결정력, 

기억력, 문제 해결의 성취감 등을 획득할 수 있어 사고력 훈련 프로그램으로 많이 활용되며, 1997년 멘사

(Mensa)에서 선정하는 올해의 게임으로 추천되기도 했습니다. 

3. 러시아워 게임은 먼저 각 수준별 문제 상황 카드 중 원하는 것을 한 장 선택한 후 교통 도로판 위에 꽂고, 문

제 상황 카드 안의 그림에 제시된 똑같은 모양과 색깔을 가진 자동차를 위치에 맞게 올려놓고, 자동차들을 전

진, 후진 방향으로 움직여서 빨간 차를 교통 도로판 오른쪽에 있는 출구로 빼내면 성공입니다.

4. 기본 게임과 변형된 게임을 통해 게임 해결을 위한 전략과 'What if~(not)' 전략을 배울 수 있습니다. 

학습 평가
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A
B

X E

F
G

H
C

1. 다음 중 러시아워 게임에 대한 설명으로 옳지 못한 것을 고르시오.

① 러시아워 게임은 ‘교통 체증’을 소재로 한 게임이다.

② 1997년에 멘사(Mensa)에서 지정하는 올해의 게임으로 선정되기도 했다.

③ 빈 칸에서 움직일 공간만 있다면 자동차의 방향도 바꿀 수도 있다.

④ 러시아워 상황은 초급, 중급, 고급과정의 단계별로 다른 수준으로 구성되어 제시된다.

⑤ 'What if~(not)'전략에 따라 자동차의 종류나 교통 도로판을 변형하여 다른 종류의 게임으로 

재구성 할 수도 있다.

2. 다음 왼쪽 그림에 제시된 러시아워의 문제 상황입니다. 빨간 차의 탈출을 위해 맞게 움직인 

것을 고르시오.(단, L은 왼쪽, R은 오른쪽, U는 위쪽, D는 아래쪽 방향, 숫자는 움직인 칸수를 

의미합니다.<예>AR1-A를 오른쪽으로 1칸 이동)

① CU1-GL2-ED2-XR5

② GL1-CU1-ED1-XR5

③ ED1-GL1-CU2-XR5

④ HU3-ED2-CU1-XR5

⑤ BD1-GL2-ED1-XR5

3. 다음 아래 그림의 최소 이동 거리를 구하시오.

(단, 거리는 움직인 칸수의 합을 말한다.)

①11 ② 12 ③ 13 ④ 14 ⑤ 15



Re-Creation Math 체험

- 230 -

29차시: 러시아워게임을 통한 변형 게임 만들기 지도

학습 안내

본 활동은 지난 시간에 학습한 ‘러시아워 게임’을  

‘What if ~(not)'전략을 적용하여 새롭게 재구성해 봅시다. 기본 게임으

로부터 어떻게 변형 게임을 만들 수 있는 지 그 방법과 기본 요소들을 

살펴보면서 학생들에게 나만의 러시아워 게임을 만들게 할 수 있는 지

도 방법을 연구해 봅시다.

학습 목표

이 강좌를 통해 여러분은

1. (지식과 기능의 측면) 러시아워 게임의 규칙을 이해하고 각 단계별  문제 상황 카드에 

제시된 러시아워 상황을 해결 할 수 있습니다.

2. (기능과 활동의 측면) 기억력과 판단력, 의사결정력을 발휘하여 문제를 해결할 수 

있게 됩니다.

3. (수학적 사고의 측면) 거꾸로 풀기라는 논리사고력이 향상되며  ‘What if ~(not)?'전

략을 활용하여 창의적인 러시아워 게임을 만들고 평가할 수 있습니다.

4. (태도와 의지의 측면) 러시아워 문제 상황을 해결하는 과정을 통하여 집중력과 인

내심, 문제 해결의 성취감을 가지게 되고, 변형 러시아워 게임에 대한 개발 의지와 

태도를 갖게 됩니다.

5.(학습지도의 측면) 이상의 학습목표를 학생들도 성취할 수 있도록 지도하는 방법과

수업에서 활용할 수 있는 몇 가지 소재를 배우게 됩니다.
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학습 내용

러시아워 게임은 'What if~(not)' 전략에 따라 주인공 차(빨간 차), 탈것들의 종류, 도로 교통판의 크기, 게임 

참여 인원, 게임의 경쟁 방식을 수정 또는 변경할 수 있습니다. 자신의 수준이나 학습 상황에 맞게 놀이를 재

구성할 수 있는 여지가 많아 이미 많은 종류의 다른 게임 방식이 제품으로 만들어져 출시되기도 했습니다. 이

러한 내용을 수학 수업에 적용하여 다양한 방식으로 활용할 수 있는 Re-Creation 게임입니다. 'What if~(not)'

전략에 따른 각 질문에 따라 가능한 해답을 먼저 생각해 봅시다. 그리고 나서  (예시) 아이콘을 눌러 가능

한 답안을 확인해 봅시다.

1. 변형 러시아워 게임 만들기

<기본 러시아워 > 초급, 중급, 고급, 전문가의 각 단계별로 10개씩 모두 40개로 구성된 카드에 제시

된 문제 상황에서 빨간 차를 오른쪽 출구로 빼내는 것

가. 자동차의 모양 변형하기 

(질문 1) 주인공차는 왜 항상 빨간색일까?

(예시) 기본 게임의 주인공 차는 빨간 색입니다. 'What if~(not)' 전략을 적용하여 다른 종류의 주인공 차를 

만들어 이미 출시된 제품이 있습니다. 확장판 시리즈라 하여 좀 더 어려운 교통 체증 상황을 주고 

주인공 차를 빨간 색의 오픈 카, 기존의 것보다 길이가 좀 더 긴 하얀색의 리무진 카, 노란 택시 등

으로 변경하였습니다. 또는 주인공 차를 아이스크림 차로 변경하여 문제 상황을 더 쉽게 만든 것도 

있습니다. 여러분이라면 어떤 것으로 변경하고 싶은 지 생각하여 봅시다.

여러분이라면
어떻게?

(질문 2) 왜 러시아워에는 자동차들만 등장하지? 자동차 이외의 것들로 변경할 수는 없을까?

(예시) 러시아워 게임의 기본형에서는 트럭(4대), 승용차가(11대)가 등장합니다. 이것을 다른 것으

로 변경한다면? 이런 생각을 적용하여 게임 제품으로 출시된 것이 있습니다. 자동차가 아닌 

기차로, 교통 체증이 아닌 사파리 체험을 하는 자동차가 동물들로 둘러싸인 곳을 탈출하는 

상황으로 변경할 수 있습니다. 재미있는 생각들을 추가하여 새로운 유형의 러시아워 게임을  

만들어 봅시다.

여러분이라면
어떻게?

(질문 3) 자동차를 좀 더 간단하게 만들 수는 없을까?
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(예시) 대부분의 러시아워 게임은 입체로 만들어져 있습니다. 이것을 게임의 규칙은 동일하게 유지하면서 

보관하기 편리하도록 좀 더 단순하게 만들 수는 없을까 생각해본 것입니다. 이미 여러분이 체험한 

온라인 게임도 이러한 생각을 적욯해 만든 것입니다. 온라인 게임뿐 아니라 교실에서 학생들이 직접 

자신의 아이디어를 반영한 러시아워 게임을 제작할 수 있습니다.

http://alpha.uhasselt.be/Research/Algebra/Members/pytraffic/

여러분이라면
어떻게?

2. 게임판 변형하기

(질문 1) 왜 게임 판의 사이즈는 6×6이어야만 할까? 게임 판의 크기를 변경한다면?

(예시) 러시아워의 게임 판의 크기는 일반적으로 6×6입니다. 이것을 좀 더 크게 확장한다면 또는 축소한다면 게임

의 방법은 또 달라 질 수 있습니다. 기차 러시아워 게임은 7×7의 게임 판이 등장합니다. 게임의 변경 내용에 

따라 어떻게 상황이 바뀔 수 있을까도 생각해보세요.

여러분이라면
어떻게?

(질문 2) 출구는 왜 하나 뿐인가?

(예시) 러시아워의 게임 판의 출구는 하나 뿐입니다. 그러나 상하 방향으로 움직이는 어떤 자동차를 먼저 빼내고 

여유가 생기도록 하여 오른쪽으로 빼내는 방법도 가능합니다. 따라서 출구를 두 곳으로 둘 수도 있습니다.
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3. 게임 규칙 변형하기

(질문 1) 러시아워 게임은 왜 혼자서만 하지?

(예시) 원래 러시아워 게임은 혼자서 푸는 퍼즐입니다. 이것을 다른 사람과 경쟁하는 게임 또는 협동

하는 게임으로 만들 수 있습니다.

예를 들어, (1)경쟁하는 게임의 경우: 특별히 지정한(홀수, 짝수, 끝자리가 7번 등) 문제 상황 카드를 누

가 더 빨리 해결하는 지를 대항합니다. 또는 각자 문제를 만들어 놓고 상대방이 해결하도록 합니다.

이 때 상대방에게 내 준 문제가 풀리지 않는 것이라면 그 문제를 만든 사람이 벌점을 받습니다.

(2) 협동하는 게임의 경우: 몇 명이 한 조가 되어 같은 문제 상황을 세팅해 놓고 차례대로

문제를 해결해 나갑니다. 이 때 다른 사람의 문제 해결 방법을 보면서 눈으로 익히고 더 좋은

방법을 서로 이야기 하면서 해결할 수 있습니다. 이처럼 다양한 게임 운영 방식을 적용하면

사회적인 대화기술 및 협동력, 성취감을 배가 시킬 수 있습니다.

(질문 2) 좌우 또는 상하의 직선이 아니라 칸이 비어있으면 좌우상하 어디로나 움직

일 수 있다면?

(예시) 사파리 러시아워처럼 폭이 넓은 자동차는 좌우, 상하로도 움직일 수 있듯이 폴리큐브 조각들을

배치해 두고 좌우상하로 움직이면서 지정된 모양을 빼 낼 수도 있습니다.
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학습 정리

1. 러시아워 게임은 'What if~(not)' 전략에 따라 주인공 차(빨간 차), 탈것 들의 종류, 게임 

판의 크기, 게임 참여 인원, 게임의 경쟁 방식을 수정 또는 변경할 수 있 습니다. 자신의 

수준이나 학습 상황에 맞게 놀이를 재구성할 수 있는 여지가 많습니다.

2. 러시아워 게임에서 'What if~(not)' 전략을 적용하여 새롭게 변경해 보면 다음과 같습니다.

조건 기본형 러시아워 변형 러시아워

카드 

추가하기

초급, 중급, 고급, 
전문가용 각 10장
(총 40장)

추가로 문제 상황을 더 만들 수 있음.

자동차 

변형하기

2칸의 빨간색 차
추가팩(빨간 오픈카, 흰색 리무진, 노란택
시 등)

2칸의 자동차, 3칸
의 트럭

아이스크림차, 샤파리 자동차, 기차

입체형 자동차 평면형으로 보관하기 쉽게 변형

게임판

변형하기

6×6 칸 7×7 칸

정사각형
직사각형으로 만들거나 구석에 별도의 주
차 공간을 둘 수도 있음.

출구가 한 곳 출 구를 두 곳을 둘 수 있음.

규칙 

변형하기

카드 번호순으로 혼
자 주어진 자동차를 
빼냄

카드가 많으므로 시간 내에 홀(짝)수번만 
가장 빨리 빼내는 개인 게임이나 4~6명의 
모둠원 이 주어진 시간 내에 아무나 만들
면 그 카드는 통과하는 단체 게임

빼내기 성공 최소이동횟수를 구함

좌우 또는 상하로 
이동

폴리큐브의 모양들을 배치하고 지정된 조
각을 빼 냄

3. 지금까지 학습한 내용을 바탕으로 그 활동에서 익혔던  ‘What if ~ (not)?' 전략을 사용하여 생활 속에서 여러 가지 

게임의 규칙이나 조건을 바꾸어 새롭게 변형해 볼거리가 있는지 찾아봅시다.
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학습 평가

1. What if ~ (not)?' 전략을 적용하여 러시아워 게임을 변형하려고 합니다. 다음 <보기>에 제시된 
목적에 맞게 변형한 것을 고르시오.

<보기>

각각의 자동차는 꼭 지정된 방향으로만 옮겨야할까? 좌우, 상하의 방향으로 모두 옮길 수는 없을까?

① ② ③

④ ⑤

2. ‘what if?'/ ‘what if ~not?' 전략을 적용하여 러시아워 게임을 만들어 봅시다. 자신이 개발한 게임에 대
한 자기평가표입니다. 각 평가 요소에 대한 자신의 성취도를 그 달성 정도에 따라 ‘상’,‘중’,‘하’의 적당한 
칸에 ‘✔’표시를 하시오.

평가요소
자기평가

상 중 하

(1)( 기능적인 면) 게임의 놀이 방법을 바르게 이해하고 게임을 할 수 있었다. 3 2 1
(2)(사고적인 면 1) 거꾸로 풀기와 같은 문제해결 전략이나 수학적 사고력을 이용하여 문제를 해
결할 수 있었다.

3 2 1
(3)(창의적인 면 2) 변형 게임을  만들 때 구성 요소(자동차, 게임판, 규칙 등)에  ‘what if (not)?'

의 전략을 적용하면서 쉽게 만들 수 있었다.
3 2 1

(4)(태도와 의지적인 면) 생활 속의 다른 놀이에 들어있는 수학적인 사실이나 규칙을 변형하여 수
학적인 재창조(Re-Creation)를 해 보려는 마음가짐과 자신감, 욕구가 생겼다.

3 2 1
(5)(학습지도의 면) 변형 러시아워를 만들 수 있도록 지도하는 방법을 알고 응용할 수 있게 되었다. 3 2 1
원인분석: 가장 낮게 나온 평가 항목에 대해서는 그 원인을 

분석해 봅시다. 합계

판정

위의 자동합계가 15점이면 탁월14점이면 훌륭12-13이면 우수10-11이면 보통  9이하이면 좀 더 노력
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30차시: Wake up your brain, fun fun Re-Creation Math

학습 안내

 이 강좌는 ‘레크리에이션 활동을 통한 리크리에이션 수학’이라는 주제로 30차시분

의 내용으로 구성되어있습니다. 처음과 마지막을 제외한 28개의 차시는 수와연산, 도

형과 측정, 규칙성과 문제해결이라는 영역 안에서 14개의 수학적인 게임 또는 퍼즐의 

주제를 선정하여 첫째는 자신이 직접 경험해보는 주제별 체험 및 탐구활동, 둘째는 

그 주제를 수학적 내용 및 방법적 사고와 연결하여 어떻게 지도할 수 있을지를 생각

해 보는 주제별 지도 방법으로 짝을 이뤄 구성하였습니다.

모든 강좌에서 공통적으로 강조하고 있는 것은 수학은 더 이상 ‘내용적 지식만을 

습득하기 위한 수동적인 문제풀이’에 그치지 않고 ‘방법적 지식을 계발하기 위한 

창조적 사고활동’이라는 것이고 이러한 창조적 사고활동은 ‘~해보려는 태도와 

의지’로부터 유발된다는 것이었습니다.

이러한 강조점을 재확인하면서 그것이 가능하도록 하는 학습자의 두뇌 구조를 

확인하면서 Re-Creation Mathematics의 의미를 정리하고 마치려 합니다. 이제 남은 

것은 세상과 수학을 바라보는 여러분이 변화할 뿐만 아니라 여러분에게서 영향을 

받는 또 다른 사람들의 관점까지도 변화될 것을 기대해 봅니다.

학습 내용
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학습 정리
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학습 평가

1.아래 뇌 구조의 가운데 갈고리처럼 생긴 노란색 부분의 이름과 그 기능을 바르게 

짝지은 것을 고르시오.

➀ 간뇌 - 호르몬 분비        ➁ 코티졸-장기기억 장치     

➂ 해마-장기기억 담당      ➃ 간뇌-학습자의 태도와 의지 조절                 

➄ 해마-학습자의 태도와 의지 조절 

2. 이 강좌의 성격은 물론 특별히 본 차시의 강조점에 따라  아래 로고의 오른쪽 별이 

상징하는 것과 가장 가까운 것을 고르시오.

➀ 학습자들이 추구하는 진리              ➁ 진리를 추구하는 학습자

➂ 학습자를 진리로 인도하는 스승         ➃ Re-creation Math

➄ 미래의 지도자로서 남이 아닌 바로 나

3. RGB의 두뇌를 일깨워 Re-Creation Mathematics를 추구하는 동안 학습목표로 삼는 

수학적 내용 지식과 수학적 방법 및 창의성, 그리고 그러한 지식과 사고의 원천이 되는 

학습자의 태도와 의지, 의사소통 설명하는 내용으로 가장 잘못 짝지어 진 것을 

고르시오.

➀ 좌뇌 - 수학적 내용 및 지식 - Mathematics

➁ 우뇌 - 수학적 방법 및 창의성 - Creation

➂ 간뇌 - 학습자의 태도와 의지 - Re

➃ 우뇌 - 그린(Green), 창조성 - Creation

➄ 간뇌 - 의사소통, 화이트실버(White Slver) - Mathematics
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부 록



참고자료1. 차시별 평가문항 해설 모음

- 243 -

01-1[정답 해설] ⑤

흔히 말하는 ‘레크레이션’은 잘못된 표현과 발음으로서 한국여가레크리에이션협회에서는 이 용

어를 사용하지 않도록 권고하고 있습니다.

01-2[정답 해설] ④

디엔에스(Dienes)의 수학놀이 학습 6단계를 리-크리에이션수학에 활용하여 마지막에 재구성의 단

계를 추가할 수는 있겠지만, 원래 디엔에스가 말한 6단계의 네 번째 단계는 ‘표현(표상)단계’입니

다. 이것이 빠져있습니다.

01-3[정답 해설]③

손뼉치기와 발구르기를 동시에 해야 하는 수는 중복되는 것을 제외하면

첫째, 끝자리에 9가 들어가는 경우: 9, 19, 29, 39, 49, 59 69 79, 89, 99(10개)

둘째, 30대에서 34, 37, 60대에서 64, 67 (4개)

셋째, 40대에서 43, 46, 70대에서 73, 76 (4개)

다섯째, 90대의 모든 수 90부터 98까지    (9개) 에서 모두 27개입니다.

세수의 합 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 계
경우의 수 1 3 6 10 15 21 25 27 27 25 21 15 10 6 3 1 216

02-1[정답 해설] ②

주사위 윷놀이는 단순한 혼합계산뿐만 아니라 주사위의 눈이 나올 확률과 말판 위에 말이 놓

인 위치까지 고려하고 승리를 위해 유리한 전략을 구사해야 하는 전략 게임이다.

02-2[정답 해설] ①, ⑤

가장 작은 값은 (1, 1)일 때 2, 가장 큰 값은 (6, 6,)일 때 12

02-3[정답 해설] ②, ③

A, B주사위의 합

(가지수)
C주사위

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

1 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
2 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
3 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
4 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
5 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
6 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

참고자료1. 차시별 평가문항 해설 모음
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03-1[정답 해설] ②

단지 이기기 위한 게임 활동 그 자체는 놀이학습의 초기단계에 불과하다. 따라서 각 말의 원활한 이동과 

상대방의 말 잡기, 그리고 득점을 높이기 위해 앞으로 나올 주사위 눈 계산값의 확률(가능성)을 세밀히 고

려하고 전략적인 접근을 모색하도록 강조하고 격려해 주어야 한다.

03-2[정답 해설] ④

1~6까지의 수 중에서 두 수가 선택될 수 있는 경우는 모두 6×6= 36가지이다. 이 중에서 가장 자주 나오는 눈의 합

은 (1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)의 7로서 6가지이다. 따라서 7이 나올 확률은 6/36=1/6이다.

03-3[정답 해설] ④

1~6까지의 수 중에서 세 수가 선택될 수 있는 경우는 모두 6×6×6= 216가지. 이 중 두 수만 

같은 경우는 (1, 1, ★), (2, 2, ★), (3, 3, ★), (4, 4, ★), (5, 5, ★), (6, 6, ★)에서 ★은 앞의 두 수와 

달라야 하므로 각각 5가지씩 총 6×5=30가지이고 세 수가 모두 같은 경우는 ★이 앞의 두 수와 

같아야 하므로 6가지. 따라서 더블은 30/216=5/36, 트리플은 6/216=1/36

04-1[정답 해설] ③

숫자볼링게임은 주사위의 모양이나 개수, 계산방법, 볼링핀의 개수, 그리고 연산 중 일부를 반

드시 사용하거나 사용하지 못하도록 조건을 변경하는 등 다양한 방법으로 변형할 수 있듯이 시간

이 부족할 경우는 프레임의 개수를 줄일 수도 있으므로 만점을 300점으로 제한할 필요는 없다.

04-2[정답 해설] ①

숫자볼링게임에서 정육면체 주사위 3개를 던져서 나온 세 수로 스트라이크를 만들 수 있는 
경우는 1, 2, 4가 유일하다. 차례로 늘어나는 수를 만들 때는 기본적인 수의 배열은 그대로 두고 
연산의 종류나 위치만 바꾸어 간다면 다양한 수를 쉽게 만들 수 있다.

1=4-2-1, 2=(4-2)×1, 3=(4-2)+1

4=4×(2-1), 5=4+(2-1), 6=4+2×1,

7=4×2-1, 8=4×2×1, 9=4×2+1,

10=(4+1)×2

04-3[정답 해설] ③

가장 작은 수는 12÷(2+4)=2, 가장 큰 수는 (12÷2)+4=10
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05-1[정답 해설] ①

독특한 방법과 재미있는 방법은 서로 다르다. 평가를 하려면 평가기준을 먼저 제시해 주어 그 

기준을 고려하도록 해야 합니다. 어떤 학생들은 재미보다는 수학적으로 의미있는 게임을 만들려

고 할 수도 있기 때문입니다. 사례2는 수식만들기는 유지하면서 점수계산법으로 쉬운 것으로 변

형한 것이고 사례3, 4는 수학적으로 의미있는 방법을 선택하면서 좀 더 복잡하게 변형했습니다.

사례 5처럼 수업이 게임보다는 의미있는 수학적 토론으로 변질되는 경우라면 큰 문제는 없습니

다.

05-2[정답 해설] ⑤ 

  수가 4개라면 둘을 이용하여 하나의 수를 만들면 3개의 수만 가지고 조합하는 경우보다 유리한 것이 

사실이다. 하지만 어떤 수는 불필요하므로 수가 많다고 반드시 유리한 것은 아니다. 숫자볼링게임은 계산

보다는 식을 만드는 감각이 뛰어난 사람에게 유리하다. 그러나 (6, 6, 6)처럼 주사위의 눈이 나오는 경우에 

따라 다양한 식을 만들기 어려운 경우가 존재하므로 실력뿐만 아니라 주사위의 운도 일부 작용한다.

06-1[정답 해설] ②

매지믹서를 이용하는 학습자의 수준에 따라 사칙계산뿐만 아니라 거듭제곱이나 제곱근, 계승 

등 자신이 알고 있는 모든 수학식을 사용할 수 있다. 그리고 계산연습교구보다는 식을 만드는 

능력을 계발하는 데 더 적합하다.

06-2[정답 해설] ⑤

4!-(5-3-2-1)=24-(-1)=25이므로 4!+(5-3-2-1)로 고쳐야 한다.

07-1[정답 해설] ④

특수한 경우의 수들은 요구하는 식을 만들지 못할 수도 있으므로 숫자볼링게임에서처럼 빨리 

포기하고 다시 던져서 새로운 식을 만드는 것이 유리한지를 판단하게 할 수도 있다.

07-2[정답 해설] ②

①과 ③에는 나눗셈이 빠져있으며, ④에는 +가 사용되지 않았다.

⑤는 이므로 계산값이 잘못되었다.
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08-1[정답 해설] ②, ⑤

①은 연속이기는 하지만 색깔이 다르므로 불가, ②는 순서는 다르지만 정렬하면 가능함. ③은 합이 

30보다 작기 때문에 중간 등록은 가능하지만 최초 등록용으로는 불가. ④ 똑같은 색깔의 수가 있으므

로 불가

08-2[정답 해설] (1) ①연속    (2) ②그룹

08-3[정답 해설] ③

현재 타일의 개수가 12개뿐이므로 최초등록은 이미 지났다 조커없이는 3쌍의 등록이 불가능한 

상태이므로 조커를 사용할 수 밖에 없다. 같은 색깔의 같은 숫자로는 등록이 안되니 (6, 6, ☺)는 

불가능하므로 (10, ☺, 12)의 연속이 가능하다.

09-1[정답 해설] ③

해설: 첫째, 연속으로  (6, ☺, 8, 9) 만  
둘째, 그룹으로 (11, 11, ☺) 만
셋째, (6, ☺, 8, 9) 와 (11, 11, ☺)를 동시에

09-2[정답 해설] ①

숫자타일을 늘리는 것은 새로운 타일을 만들어 넣어야 하므로 일반인들에게는 거의 불가능하다.

09-3[정답 해설] ⑤ 

 조커의 속성에 대한 나열이나 부정을 넘어 새로운 대안까지 제시하고 있으므로 문제 설정에 해당한

다고 봅니다.

10-1[정답 해설] ⑤

계산력이 필요한 것은 사실이지만 수식을 만들어야 하고 연속적인 수를 차지하려는 판단이

중요할 뿐만 아니라 상대방의 실수를 찾거나 허를 찌르면서 대응 전략을 가지고 종합적인

판단을 내려야 하는 전략게임이다.

10-2[정답 해설]②, ④
① (2+5)×4=28 , ③ (6/3)×4=8, ⑤ (5-3)×4=8은 연속이기는 하지만 색깔이 다르므로 불가, ②는 순

서는 다르지만 정렬하면 가능함. ③은 합이 30보다 작기 때문에 중간 등록은 가능하지만 최초 등록용

으로는 불가. ④ 똑같은 색깔의 수가 있으므로 불가

10-3[정답 해설] ③, ⑤

③은 사실적인 기술이며 ⑤는 그 배경을 설명한 것이다.

11차시는 서술형
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12-1[정답 해설] ④

12-2[정답 해설] ④                                

12-3[정답 해설] ③

아래 그림과 같은 13개뿐이다.

변의 개수에 따른 다각형의 분류 평행인 쌍의 수에 따른 다각형의 분류

13차시는 서술형
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14-1[정답 해설] ④ 

스핑크스퍼즐 조각들의 각도는 30 o의 배수이므로 정삼각형과 직각삼각형, 둔각이등변삼각형을 

만들 수 있다. 모든 조각의 넓이(단위)는 1, 2, 3, 4뿐이므로 이를 사용하여 만든 다각형의 넓이도 

자연수의 배수이다. 이제 넓이가 16(단위)이 될 때까지 기준이 되는 한 변의 길이를 차례로 1과 

3의 배수로 늘려가면서 구하면 그림과 같이 13가지뿐이다.

직각삼각형

정삼각형

둔각이등변삼각형

3(1)

14-2[정답 해설] ④  

가장 단위 정삼각형의 한 변의 길이를 1, 넓이를 1단위(
3
4

)라 할 때 스핑크스퍼즐의 전체 넓

이는 16단위( 4 3)이다. 조각의 일부만 사용하면 직각삼각형과 정육각형을 만들 수는 있지만 7조

각을 모두 사용할 때 넓이가 16단위인 직사각형과 정육각형은 넓이가 나오지 않고, 정사각형과 

정팔각형은 45 o와 2를 기본으로 하므로  30 o와 3을 기본으로 하는 스핑크스퍼즐로는 만들 

수가 없다.

14-3[정답 해설] ③ 

넓이는 모두 일정하므로 ‘넓이/둘레’의 값이 가장 크려면 둘레가 가장 작아야 한다. 넓이가 일정

할 때 원형에 가까울수록 둘레는 작아진다.

15차시는 서술형

16-1[정답 해설] ③ 

대칭축이 있는 도형(선대칭 도형)은 그 대칭축을 중심으로 좌우로 뒤집으면 원래의 모양과 합

동이다. 따라서 선대칭 도형이 아닌 것을 찾으면 된다. 6번 평행사변형은 선대칭 도형이 아니다.

16-2[정답 해설] ④

본문에서 2)번 팔교판 8조각을 모두 사용하여 만들 수 있는 볼록 다각형 11개(삼각형 1개, 사각형 2개,

오각형 2개, 육각형 5개, 칠각형 1개)를 보여주었다. 그러나 이것이 전부인지 더 찾을 수 있는지는 12차시 
전통적인 탱그램이 13가지뿐임을 증명한 것과 유사한 방법으로 확인할 수 있다.
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16-3[정답 해설] ② 

참인 명제는 증명해야 하지만 거짓인 명제는 반례를 하나만 들어도 된다. 다음은 탱순이의 주장에 대한 
한 가지 반례이다. ㉠과 ㉡은 모두 7개의 선분을 사용하고 있다. 이중 ㉡의 가장 큰 직각삼각형의 대각선 
위치만 바꾸어서 ㉢을 만들면 선분을 하나 더 줄여 6개의 선분만 사용하고 뒤집은 조각은 없다.

17차시는 서술형

18-1[정답 해설] ④

Blockus는 ‘우리를 막아라.’라고 번역할 수는 있지만 자신의 블록을 막는 것이 아니라 상대방의 블록을 차
단해야 하면서 자신의 블록을 내려놓을 적당한 곳을 찾아내는 공간감각능력이 필요한 전략용 게임이다.

18-2[정답 해설] ④ 

선대칭도형은 대칭축을 중심으로 좌우가 합동이므로 한번 뒤집어 놓더라도 돌리면 원래의 모양
과 합동이 된다. 따라서 선대칭이 아닌 도형을 찾으면 된다. 그런 조각은 12개 중 알파벳모양으
로 F, L, P, N, y, Z의 6개이다.

18-3[정답 해설] 38

블로커스 게임에 사용되는 조각들은 모두 21개이다. 이중 정사각형 하나로 만든 타일 1개, 정사각형 두 
개로 만든 타일 1개, 정사각형 3개로 만든 타일 2개, 정사각형 4개로 만든 타일 5개, 정사각형 5개로 만
든 타일 12개로 정사각형은 모두 89개이다. k값이 최대가 되려면 둘레의 길이는 작고 넓이는 커야 한다.

21조각 89개의 정사각형을 모두 사용하면서 둘레의 길이를 줄이려면 정사각형에 가까워야 한다. 하지만 

가로가 10, 세로가 9인 직사각형의 맨 윗줄에서 한 칸이 빠진 경우 k=
89
38

≒2.342이고 이것이 최대

이다. 따라서 둘레는 38이다.

19-3[정답 해설] ③

5개 이하의 정사각형을 변끼리 붙여 만든 폴리오미노 조각 21개에 사용된 정사각형은 모

두 89개이다. k값이 최대가 되려면 분모인 둘레의 길이는 작고 분자인 넓이는 커야 한다. 21

조각 89개의 정사각형을 모두 사용하면서 둘레의 길이를 줄이려면 정사각형에 가까운 직사

각형이어야 한다. 하지만 넓이가 89인 직사각형은 불가능하므로 가로가 10, 세로가 9인 직사

각형에서 한 변의 가운데가 아닌 꼭지점 부분이 빠진 모양이어야 하고 그 때 k=
89
38

≒2.342이다.

19-2[정답 해설]①

숫자타일을 늘리는 것은 새로운 타일을 만들어 넣어야 하므로 일반인들에게는 거의 불가능하다.

19-3[정답 해설]⑤

조커의 속성에 대한 나열이나 부정을 넘어 새로운 대안까지 제시하고 있으므로 문제 설정에 해당한

다고 봅니다.
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20-1[정답 해설] ③

정육면체 4개로 이루어진 2층 조각은 3개가 있다. 이것을 먼저 사용하는 것이 유리할 수는 있지만 

반드시 그래야 하는 것은 아니다. 다른 사람의 전략을 봉쇄하기 위해 중간이나 마지막에 그 조각을 
사용하는 것이 유리할 수도 있다.

20-2 [정답 해설] ②

① 폴리큐브는 41종이지만 3D블로커스 게임에 사용되는 조각들은 이 중 11종이다.
② 정육면체 4개를 면끼리 연결하여 만들 수 있는 테트라큐브 조각은 1층 구조물 5개, 2층 구조
물 3개로 총 8개이다.

③ 정육면체 5개를 면끼리 연결하여 만들 수 있는 펜타큐브 조각은 29종이다. 1층으로만 된 것
이 펜토미노와 같은 12종이다.

④, ⑤ 테트라큐브 조각들 중에 면대칭이 되지 않는 도형은 뿐(2개)이다. 그리고 이

들은 서로 면(거울)대칭의 위치에 있는 모양이다.

20-3[정답 해설] 36

3D블로커스 게임에 사용되는 조각들은 모두 11종 40개의 정육면체로 이루어졌다. 이를 사용하여 

k= 도형의부피도형의겉넓이 의 값이 최대가 되도록 하려면 겉넓이는 작고 부피는 커야 한다. 가능한한 많은 조

각을 사용하되 겉넓이를 적게 하기 위해서는 정육면체 모양에 가까운 직육면체여야 한다. 36개를 사용

하여 3×3×4의 직육면체를 만들면  k=
36

12×4+9×2
=

36
66

=
6
11

≒0.54이고 이것이 최대이다.

21-1[정답 해설] ②

 등과 같이 7개가 필요합니다.

4층인 경우는 와 같이 10개가 필요합니다.

21-2[정답 해설] ③

5개 이하의 정육면체를 면끼리 붙여 만든 폴리큐브 조각은 41종이며 여기에 사용된 정육면체 
큐브의 개수는 186개이다. 따라서 . K값이 최대가 되려면 분모인 겉넓이는 작고 분자인 부피는 커야 
한다. 41종 186개의 큐브를 가능한한 많이 사용하면서 겉넓이를 줄이려면 정육면체에 가까운 모양이어
야 한다. 186개의 큐브를 모두 사용해서는 직육면체를 만들 수 없으므로 180개를 사용한 6×6×5인 직육

면체를 만들면  k=
6×6×5

6×6×2+ 6×5×4
=

180
192

= 0.9375이다.

21-3[정답 해설] ② poly + iamonds 는 정삼각형을 여러 개 붙여만든 조각이다. 정삼각형을 6개 이
어붙여 만든 것은 헥시아몬드(hexiamonds)이다.
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22-1[정답 해설] ③  원판이 하나씩 줄어들 때마다 시간은 이전의 절반이 된다. 64개의 원판을 옮기는데 걸리

는 시간은 2 64-1(초). 즉, 약5849억년이므로 60개의 원판을 옮기는데는 이것의 16분의 1이다.  

22-2[정답 해설]  

(1) 원판의 번호들은 가운데 7번 원판을 중심으로 좌우대칭이다. 7개의 원판을 움직이는 최소이동횟수는 

2 7-1=127회이므로 뒤에서 28번째 또는 앞에서 28번째로 움직이는 원판의 번호와 똑같다. 따라서 원판 5개를 

옮기는 31회의 경우로부터 유추하여 뒤에서 4번째로 움직이는 3번 원판이다.

(2)127회 중 절반이후의 경우이므로 옮겨가는 기둥의 번호를 구하기 위해서는 7개의 원판을 옮길 때 거꾸로 C번 기둥

에 있던 것을 A번 기둥으로 옮길 때 28번째로 움직이게 된 경우를 생각하면 된다.  

원판의
개수 28번째로 움직이는 원판의 번호 총이동횟수

5
6
7

1213121412131215121312141213121
12131214121312151213121412131216.........
12131214121312151213121412131216.........7.........6.......

31
63
127

원판의
개수

(C기둥에서 A기둥으로 거꾸로 옮겨간다고 가정)
28번째로 옮겨가는 기둥의 번호 총이동횟수

5
6
7

ABBACAABBCCBABBACAACBCCACBBACAA
BAABCBBAACCABAABCBBCACCBCAABCBBB.........
ABBACAABBCCBABBACAACBCCACBBACAAC.........

31
63
127

22-3[정답 해설]④ 

 ( ) 1년=365(일)*24(시간)*60(분)*60(초)=31536000=0.315x 10 8=0.315억(초)이므로 10년은 약 3.15억(초)이다. 30개의 원

판을 옮기는 데 2 30-1≒1024×1024×1024≒1.07×10 9(초), 즉 10.7억초는 대략 30년 이상이고 29개를 옮기는 

데 15년 이상이 걸린다. 따라서 10년 동안은 작은 것부터 28번째만  움직이고 29번째는 아직 움직이지 않았다.
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23-1[정답 해설] ①  

처음부터 정답을 알려주는 것은 신비감을 떨어뜨리고 수학적인 생각을 유도하는데 걸림이 될 
수 있다. 따라서 전설이 실제로 이루어지기까지 걸리는 시간을 처음에 예상한 다음에 그것을 직
접 계산해 보면서 자신의 예상과 얼마나 차이가 있는지를 비교해 보면서 의아심 또는 감탄을 유
발하도록 한다.

23-2[정답 해설] ④ 

2개씩 32종의 원판을 옮겨야 하므로 모두 옮기는 데 걸리는 시간은 ( 2 32-1)×2 초이다.

2 30=1,073,74 1,824(초)는 약 34년이므로 ( 2 32-1)×2는 약 272년이다.

23-3[정답 해설] ② 

기둥이 4개라면 그 횟수는 18,433번으로 획기적으로 줄어든다. 이는 원판 하나를 옮기는 데 
걸리는 시간을 1초로 가정할 때 5시간 7분 13초면 모두 옮길 수 있는 횟수이다.

기둥의 개수를 5, 6, 7개로 늘렸을 때의 최소이동횟수를 추측해 보면 다음과 같다.

24-1[정답 해설] ④ 

페그의 전체 개수가 아니라 한쪽 페그의 개수가 n개일 때의 최소이동횟수가 n^2 +2n이다.

24-2[정답 해설] ⑤

이미 움직이고 있던 돌과 새로운 돌이 만났을 때는 새로운 돌을 먼저 밀어놓아야 많이 건너뛸 수 있다.

24-3[정답 해설] ④

색깔별, 움직이는 방법별로 구분하여 쓰면 다음과 같다.

색깔: WBBWWWBBBBWWWWBBBBWWWBBW

방법: SJSJJSJJJSJJJJSJJJSJJSJS
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25-1[정답 해설] ⑤

반힐레의 단계에 들어있는 것이 아니며 보다 발전적인 Re-Creation을 시도하도록 지도한다.

25-2 [정답 해설] ④

바둑돌이 움직이는 모든 횟수는 mm+m+n이며 움직이는 전체 칸 수는 m(n+1)+n(m+1)이다.

25-3[정답 해설] ②

움직이는 방법과 바둑돌의 색깔, 번호를 통합하여 표현하면 그림과 같다.

28-1[정답 해설] ③

모든 자동차들은 앞뒤로만 움직일 수 있다.

28-2[정답 해설] ①

초급 1단계의 문제 상황이다. 러시아워 게임은 거꾸로 풀기를 생각해야 한다.

X를 움직이려면 E가 아래로 내려와야 하므로 G가 왼쪽으로 비켜있어야 한다. 그러려면 제일 먼
저 C를 이로 올려야 한다. 이를 거꾸로 쓰면 CU1-GL2-ED2-XR5이 된다.

28-3[정답 해설] ⑤

위의 순서대로 움직이면 15가 된다.

29-1[정답 해설] ➃
가로, 세로가 각각 두 칸씩인 2×2 사이즈의 사파리 자동차도 있습니다.
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30-1[정답 해설] ➂
학습자 두뇌의 종류와 역할은 아래 그림과 같다.

30-2[정답 해설] ⑤

별은 미래와 희망을 상징한다. 이는 또한 현재 진리를 추구하는 학습자가 미래에는 다른 사람을 
인도하는 스승의 표상이다. 하지만 그것이 의미하는 핵심은 바로 그런 인도자가 남이 아닌 바로 
나라는 인식을 가져야 한다는 점을 본 강좌에서 강조해 왔다..

30-3[정답 해설] ⑤

학습자 두뇌의 3가지 역할과 그에 따른 Re-Creation Math의 3가지 가치는 아래 그림과 같다.

지식과 창의성, 태도 및 의지가 종합되어 의사소통으로 드러나는 것이며 RGB 전체가 종합된 색
깔으로 흰색을 대표한다.
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참고자료2. <온라인 과제: Mission Impossible 1>

1000점에 最 근접하라!

Mission 1. 슬라이딩 블록퍼즐 레벨 3을 수행한 결과를 캡쳐하여 제시하시오.

  http://www.novelgames.com/flashgames/game.php?id=121에서 블록을 가로, 세로 원하는 어느 방향으로 옮기면서 빨

간색 블록을 밖으로 빼 내면 된다. 3가지의 수준이 단계적으로 제시되므로 레벨 3을 수행한 결과(점수 포함)만 캡쳐하여 

제시하면 된다.

Mission 2. 러시아워에서 '자신의 학번≣k(mod5)'인 k번 문제를 해결한 장면(등급번호와 

점수 포함)을 캡쳐하여 제출하시오.  

http://www.thinkfun.com/flash/rushhour/index.html?abcd=1234 에서 자신의 학번을 5로 나누어 나머지가 0, 1, 

2, 3, 4와 같은 카드를 선택! ‘자신의 학번≣k(mod5)' <예> 학번이 12****23이면 카드번호가 3, 8, 13, 18, 23

탈출만 성공해도 Easy는 30점, Medium은 35점, Hard는 40점, Expert는 45점 

최소이동으로 성공하면 개당10점씩 보너스 추가. 

Mission 3. Nim게임에서 60%이상의 승률을 기록한 화면을 켭쳐하시오.

http://www.transience.com.au/pearl3.html  "각 묶음에서 마음대로 가져갈 수 있을 때 마지막의 구슬을 가져가는 사람이 

진다."   위의 3가지 미션을 미리 수행하면서 자신의 최종 점수 합계가 1,000점에 최근접하도록 아래 표를 완성[점수 기

준]1000점(또는 1,200점)을 기준으로 상하 10점 간격의 등급에 따라 1점 단위로 감점함.<단, 1000점 또는 1200점을 정

확히 맞추면 보너스 1점 추가>

제출자 학번 이름 제출일자
미션 Mission 1 Mission 2 Mission 3
구분 슬라이딩 블록퍼즐 러시아워 NIM게임
평가기준 레벨3의 최종 점수 카드 수행 여부 높은 레벨과 승률

제출할

화면

우측하단의 카드번호와 
Perfect여부 확인

배점
레벨3의최종
스코어*0.01-

레벨3에 걸린 시간*0.1

난이도별로 완성한
카드의

점수*개수+보너스
성공한 레벨×50+승률

(예시) 359.5-18.7=340.8점

Medium
35점*5개(175점)

+Hard 40점*1개(40점)+
+ 최소이동보너스
10점*3개(30점)=245점

7레벨이지만 성공은
6레벨

6*50+85=385점

개인별

득점

총점
슬라이딩 블록퍼즐 (레벨3의 최종 스코어*0.01-레벨3에 걸린 시간*0.1)점
+ 수행한 러시아워 카드 (난이도별 성공한 개수*점수 +보너스)점
+ NIM게임 (성공한 레벨×50+승률)점 = (총 970.8 점) ⇨ 97점
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참고자료3.  (Mission Impossible 2)

가장 튼튼한 종이 구조물 만들기

Paper Tainer Museum

1. 종이로 만든 건축물

콘크리트와 물이 전혀 쓰이지 않고 100% 친환경 소재인 종이 기둥과 컨테이너 박스로 만들어진 

초대형 미술관이 우리나라에 있었다는 사실을 아십니까? 재질이 종이라 오래 보관할 수 없어 이제

는 사라졌지만 한 때 올림픽 공원에  PAPER TAINER MUSEUM이라는 것이 있었습니다. 세종문화

회관 크기의 이 미술관을 떠받들고 있는 것은 놀랍게도 353개의 종이 기둥입니다. 얇은 종이가 이런 

힘을 발휘할 수 있는 것은 바로 그 안에 수학/공학적 원리가 들어있기 때문이죠. 우리도 이를 이용하

여 종이 한 장으로 얼마나 튼튼한 기둥을 만들 수 있는지 설계해봅시다. 기술력은 수학적 지식과 창

의적인 아이디어, 그리고 팀의 협동심과 열정에서 나옵니다. 여러분의 창의적인 도전을 기대합니다.
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복사용지(박스),
교사용지도서(권),
골프공(개)

도화지 2장(8절)

연습용 별도
하드보드지 1장(8절)

자, 컴퍼스, 

가위, 딱풀(소형 1개)
무게용

[모둠별 사용할 준비물]

8절 도화지 한 장을 접거나 말아도 되며, 잘라서 다시 붙이는 등 여러 가지 방법으로 가공하고,

이를 바닥(하드보드지)에 접착시킵니다. 기둥의 개수나 모양, 크기, 구조의 변화를 통해 A4용지(500

매 묶음 단위)를 가장 많이 올릴 수 있도록 설계해보시오.

[미션] 아래의 조건에 부합하는 높이 15cm이상의 튼튼한 구조물을 만드시오.

가. 제시된 준비물(도화지-기둥용, 하드보드지-바닥 고정용) 외에는 사용할 수 없다.

나. 하드보드지 여백에 구조물의 설계도를 그리고 핵심적인 수학/과학 원리를 설명한다.

다. 하드보드지 위에 8절 도화지 2장과 딱풀 1개만 사용하여 높이 15cm이상의 구조

물을 만든다(연습용 도화지는 별도 제공 가능).

라. 기둥의 개수는 제한을 두지 않으나 기둥을 제외한 공간의 크기도 확보해야 한다.

마. 일정한 매수의 A4 복사용지(500매 묶음 단위)(또는 준비된 교사용지도서, 골프공

1개)를 올려놓았을 때 7초 이상 버텨낼 수 있어야 한다.

라. 모든 조원 중 임의로 선택된 한 사람이 원리를 설명할 수 있어야 한다.

● 주의: 역도 경기처럼 무게를 바꿔가며 3차시기까지 진행하므로 전략이 필요함.
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[평가 방법]

평가 항목 평가 방법 점수 비고

계획의 타당성 설계도의 타당성 20점

원리 구조물에 숨어있는 수학․과학의 원리 20점

측정 무게 (구조물이 버텨낸 무게 kg) × 10(점) 무제한

발표 발표자의 내용 이해도 및 설명력 20점

예상하는 무게
실제로 성공한 무게

1차 2차 3차

A4복사용지 기준 A4 ( )장 A4 ( )장 A4 ( )장 A4 ( )장

실제 무게 ( )kg ( )kg ( )kg ( )kg

*질문: A4 (500매 단위) 한 묶음 (또는 준비된 교사용지도서, 골프공 1개)의 무게를 알 수 있는 방

법은?

- 복사용지는 평량의 단위(  )를 사용한다. A0 전지 1장의 무게가 80g 이라는 뜻이다. 그러면

16절지 1장은 5g이고 이것이 500매인 한 묶음은 2.5kg, 500매 5묶음으로 이루어진 1박스는 12.5kg인

셈이다.

- 교사용 지도서 권당 무게

- 골프공 1개의 무게
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매쓰큐브로 수의 구성

1. 매쓰큐브란?

매쓰큐브(Math Cube)는 정육면체 조각을 서로 연결한 연결큐브(linking cube)의 통칭하는 것으로 

낱개로된 쌓기나무는 서로 연결할 수 없다는 단점을 잘 보완해 준다. 여러 개씩 모아 끼우면 퀴즈네

어 색막대 또는 수막대, 십진블록을 대체할 수는 다용도 큐브이다.

특히, 최근에 국내 특허를 받아 출시된 업브레인 연결큐브는 여러 가지 방식으로 끼울 수 있다는 

것 외에도 마지막 조각의 요철을 없앨 수 있고 큐브가 움직이는 것을 방지할 수 있어 폴리큐브(소마

큐브포함) 제작을 위한 설계용으로도 활용할 수 있다.

퀴즈네어 색막대
http://en.wikipedia.org/wi
ki/Cuisenaire_rods 수막대
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★(학습활동) 매쓰큐브로 십진블록을 만들어 받아올림이 있는 덧셈과 받아내림이 있는 뺄셈

을 해 보자.

+)
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-)
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강의실을 가득 채운 수 모형의 개수

블록(낱개 큐브, 수모형)을 이용하여 우리 교실에 가득히 채

운다면 몇 개나 들어가며, 그것을 늘어놓은 길이는 얼마나 될

지, 그리고 하나씩 주워 담는 데 걸리는 시간은 또 얼마나 걸

릴지를 먼저 예상하여 적은 다음 실제로 계산해 봅시다.

◆ 사용한 구체물의 종류 :

한 변의 길이가 ( 2 ) cm인 정육면체 큐브(연결 큐브)

1. 한 변의 길이가 인 정육면체 큐브(연결큐브)의 크기는 한 변의 길이가 인 낱개 수모형 몇

개의 크기와 같습니까? _________개

2. 아래의 표를 채우면서

를 구하여 봅시다.

구분

예상한 값(A)

(계산하지 말고
감각으로만)

실제로 계산한 값(B)

(직접 계산해 보시오.) 


들어가는

큐브의 개수

(약)

(개)

큐브를 모두

늘어놓은 길이

(대략)

(km, m)

1초에 1개씩

센다고 할 때

큐브를 모두 세는

데

걸리는 시간

( 대 략 )

(년, 개월, 일)

* 예상하는 단위는 직접 써넣으세요.

* 알아낸 방법을 설명하여 봅시다.
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폴리드론(조노돔시스템)으로 전개도 탐구

제품명
[포디프레임]수학

창의교구세트 大

모양

제작사
/

판매사

한국시청각

http://www.gabenori.co.
kr/shop/goods/goods_vi
ew.php?&goodsno=6426

http://shop.mathlove.kr/shop/g
oods/goods_view.php?&goods
no=171&category=001003001 

미국 좀툴사/

http://ainedu.co.kr/shop/good
s/goods_view.php?&goodsno
=1408&category=002005008

http://ained

u.co.kr/shop/goods/goods_vi
ew.php?&goodsno=1213&cat

egory=002005004

가격 407,000 480,000 440,000 100,000

구성

요소

면(기하형, 입체형)

320개, 각도기
지오픽스(면) 810개

연결봉(점) 840개,

연결체(선) 2550개

연결봉(점),

연결대(선)

장점
견고하고 깔끔함

전개도 탐구 최적

저가 

유연함

4차원도형 탐구,

점-선-면의 개수 탐

구에 적합 

저가,

길이와 각도를 

자유롭게 변경

단점

고가. 연결 느슨.

속이 채워진 기하

형은 결합이 불편 

깔끔하지 않음
직선과 특정한 각

도의 입체만 가능
거의 일회용

공간에 있는 입체도형의 반대쪽은 눈으로는 보이지 않는다. 따라서 입체도형의 모양을 보다 쉽게

알 수 있기 위해 여러 가지 방법으로 표현하는 기법이 개발되고 있다. 우리가 이미 알고 있는 것으

로 겨냥도와 전개도가 있다. 겨냥도(sketch)는 도형을 일정한 방향에서 바라보면서 보이지 않는 부

분은 점선으로 간단히 나타낸 그림이며, 전개도(development figure)는 입체도형의 표면을 적당히 잘

라서 평면 위에 펼쳐 놓은 그림이다. 겨냥도를 그리지 않고 교구를 이용하여 만들어 보면 어떨까?
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정다면체의 겨냥도와 전개도

그리고 그것의 모서리를 뜯어서 바닥에 펼쳐놓으면 전개도가 된다. 모서리를 뜯는 위치에 따라 여러

가지의 다른 전개도를 쉽게 구할 수 있고, 뜯은 조각을 변위에서 굴려가면서 위치를 바꾸어 보면 서

로 다른 전개도의 모양들과의 관련성을 쉽게 파악할 수 있다.

폴리드론, 컴퍼스, 자, A4 용지(활동지 뒷면)

한글판폴리프로그램(poly programhttp://www.mathlove.org/doc/downsoft/poly32.exe)

자바프로그램( http://edupark.kongju.ac.kr/java_math/midjava/lrn/plain1.html)

1. 정육면체의 전개도                

1
은 ③과 同2 3 5 4

6

폴리드론으로 정육면체를 만든 다음 모서리 (     )개를 떼어내어 전개도를 만든다.

❶정육면체의 서로 다른 전개도는 (     )개. ❷서로 다른 주사위의 전개도는 (     )개
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2. 정사각형기둥의 전개도

▶유형 1 : 가운데 줄에 2가 4칸이 올 수 있는 형태로 1의 위치에 따라 6가지

▶유형 2 : 가운데 줄에 1과 2가 번갈아 4칸이 나오면서 위, 아래의 2의 위치를 바꿀 수 있는 것으

로 10가지

▶유형 3 : 가운데 줄에 3칸을 놓는 방법으로 (1,2,1), (2,1,2), (2,2,2)의 3종류. 그 각각에 대하여 

위에 있는 2의 위치를 3곳으로 바꿀 수 있으므로 9 가지

▶유형 4 : 가운데 가로줄에 둘을 고정시키면서 계단형이 될 수 있는 것은 가운뎃줄에(1,2), (2,1), 

(2,2)이다. 그러나 (1,2)와 (2,1)은 같게 되므로 2가지 

             

▶유형 5 : 유형4로부터 얻은 번개형 2가지                            총 (     )개
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3. 직육면체의 서로 다른 전개도

세 변의 길이가 각각 1, 2, 3인 직육면체의 서로 다른 전개도는 모두 몇 개인가?
(단, 모든 모양을 일일이 그리지는 말고 비슷한 유형끼리 모아서 개수만 구하시오.)
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구분
각 면의

모양

각 꼭지점에

모인 면의

수

꼭지점의

개수(V)

모서리의

개수(E)

면의

개수(F)

발견한

규칙/성질

정사면체

정육면체

정팔면체

정십이면체

정이십면체

4. 폴리드론으로 모든 정다면체 만들기

(1) 정다면체란?

(2) 정다면체는 모두 몇 개인가? 그 이유는?

한 꼭지점에 모인

정다면체의 종류와

개수

정삼각형(  ) 정사각형() 정오각형() 정육각형())

3개 정사면체 정육면체 정십이면체 ×
4개 정팔면체 × × ×

5개 정이십면체 × × ×

(3) 정다면체의 구성요소 확인하기

아래의 표에 따라 각 정다면체의 구성 요소들(점, 선, 면 등)을 확인하시오. 수학적으로 쉽게 세는

방법을 찾아 봅시다.

5. 깎은 정다면체의 구성요소 확인하기

1) 정다면체의 각 모서리를 3등분(또는 2등분)한 점끼리 연결하면 꼭지점 부분은 깎여나가고 새로

운 면이 생기게 됩니다. 이렇게 규칙적으로 깎은 다면체를 ‘준정다면체’라고 합니다.

http://user.chollian.net/~badang25/zome/zome05/zome05_00.htm

※ 위의 그림은 조노돔시스템으로 만든 모양임. 조노돔시스템으로 만든 것과 폴리드론으로 만든 것의 차이를 설명해 

보자.

2) 다음 표에서 각 준정다면체 구성요소들의 개수를 적어 봅시다.
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구분 원래의
입체 도형

각 꼭지점에
새로 생기는
다각형

원래의 면에
남은 다각형

새로 생기는 입체 도형에 들어있는

꼭지점의
개수(V)

모서리의
개수(E)

면의
개수(F)

모서리를

등분한

점끼리

연결하여

만든

입체도형

3등분

정사면체

정육면체

정팔면체

정십이면체

정이십면체

2등분

정사면체

정육면체

정팔면체

정십이면체

정이십면체

기타, 내가 새롭게

만든 도형
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축구공 정오각형의
개수

정육각형의
개수

축구공에 들어있는
개수들

사이의 관계점의 개수
(V)

선의 개수
(E)

면의 개수
(F)

피버노바와

벅민스터

<보충자료> 새로운 축구공의 평면그래프 탐구

다음은 1930년 제 1회 우루과이 월드컵에서 사용한 축구공이래로 축구공의 모양이 진화하고 있는

것을 보여줍니다. 이 축구공의 모양에는 어떤 수학적 원리가 들어있을까요?

http://www.soccerballworld.com/HistoryWCBalls.htm 축구공의 역사

1. 2002년 한일월드컵에서 사용했던 피버노바 축구공과 2004년 Euro컵 공인구인 로테이로는 전통적

인 Buckminster 축구공의 모습을 하고 있습니다. 전통적인 Buckminster 축구공에서의 점, 선, 면의

개수를 세어봅시다.

2. 피버노바 축구공에서 점, 선, 면의 개수를 쉽게 셀 수 있는 방법을 설명해 보시오.

3. 피버노바 축구공의 연결 모양은 어떤 준정다면체 모양과 같은가요?
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축구공 항아리 모양의
개수

날개 모양의
개수

축구공에 들어있는
개수들

사이의 관계점의 개수
(V)

선의 개수
(E)

면의 개수
(F)

팀가이스트

자블라니

브라주카

4. 2006년(독일), 2010년(남아공), 2014년(브라질) 월드컵에서 사용한 팀가이스트와 자블라니, 브라

주카 축구공은 전통적인 벅민스터 축구공의 형태에서 구조적으로 변형한 조각들이 사용되었습니다.

이 두 가지 축구공에서의 점, 선, 면의 개수를 세어보려고 합니다. 그런데 여러 분 앞에 그림 외에는

실물이 없습니다. 반대편의 모양을 상상하여 개수를 세어 보시오.

2006 독일 월드컵 공인구 팀가이스트

http://blog.daum.net/ceta21/15644480
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5. 팀가이스트와 자블라니, 브라주카 축구공의 연결 모양은 각각 어떤 준정다면체 모양과 같은가요?

6. 팀가이스트와 자블라니, 브라주카 축구공에서 점, 선, 면의 개수를 쉽게 셀 수 있는 방법을 설명

해 보시오.

7. 팀가이스트와 자블라니, 브라주카 축구공의 (새로운) 평면 그래프를 그리시오.


